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Принцип построения этого орнамента со- 
всем прост: каждая сторона квадрата поде- 
лена на девять равных частей и все точки 
деления попарно соединены отрезками друг 
с другом. 

Постарайтесь ответить на ряд вопросов, от- 
носящихся к этому орнаменту. В скольких 
точках пересекаются отрезки внутри квад- 


рата? Сколько точек пересечения, в которых 
пересекаются три отрезка, четыре, пять 
и т. д.? Сколько точек пересечения могут 
лежать на сторонах квадратов с вершина- 
ми в точках пересечения (найдите наиболь- 
шее и наименьшее числа)? Присутствуют ли 
другие правильные многоугольники на 
рисунке? Ждем ваших писем с ответами. 
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УСКОРИТЕЛИ 


Л. Гольдин 


Редколлегия журнала «Квант» уже давно 
просила меня написать статью об ускори- 
телях. Я тянул с этим несколько лет. Нужно 
ли знать читателям журнала о почти воен- 
ных хитростях, которые непрерывно при- 
думываются физиками и инженерами для 
того, чтобы заставить работать эти колос- 
сальные, ни с чем не сравнимые сооружения: 
не слишком ли все это специально? Потом 
я все-таки решился, поняв, что материал 
можно изложить так, чтобы читатель не 
только усвоил строение зоологического древа 
ускорительного семейства, но и почерпнул 
для себя сведения и идеи, которые ему 
всегда пригодятся. Насколько мне это удалось, 
скажут мои читатели. 


Уже несколько десятилетий разви- 
тие физики атомных ядер и физики 
элементарных частиц определяется 
тем, какие ускорители имеются в рас- 
поряжении ученых. И сегодня ввод 
в строй каждого нового крупного 
ускорителя предвещает новые откры- 
тия и пересмотр основных теоретиче- 
ских положений. Для изучения глу- 
бин Вселенной строят гигантские при- 
боры. Многометровые зеркала опти- 
ческих телескопов и растянувшиеся 
на километры антенны радиотелеско- 
пов ни у кого не вызывают удивления. 
Однако еще более крупные установ- 
ки — огромные многокилометровые 
ускорители — создают для изучения 
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самых малых объектов современной 
науки — элементарных частиц. 

Привычный нам мир состоит из 
небольшого числа частиц. Протоны, 
нейтроны, электроны, фотоны — вот, 
собственно говоря, и весь их список. 
Исследование радиоактивного распа- 
да позволило, кроме того, обнару- 
жить нейтрино. Все остальные изве- 
стные нам частицы — а их мы знаем 
уже около двухсот — крайне недол- 
говечны. Чтобы их изучать, надо из- 
готовлять их неподалеку от физиче- 
ской лаборатории. Для этого-то и 
сталкивают друг с другом обычные 
частицы — протоны и атомные ядра 
или электроны, ускоренные до боль- 
ших энергий. 

Небольшие ускорители сейчас ши- 
роко используются 'в медицине и в 
технике для производства радиоак- 
тивных изотопов, для улучшения 
свойств полимерных материалов, для 
стерилизации медицинского оборудо- 
вания, для лечения раковых боль- 
ных и для многих других целей. Од- 
нако самые крупные, поражающие че- 
ловеческое воображение ускорители 
строятся с чисто научными целями — 
чтобы изготовлять и изучать новые 
частицы. 

Если перейти к определениям, то 
ускорителями принято называть уста- 
новки, в которых заряженным части- 
цам сообщается энергия при помощи 
электрических или электромагнитных 
полей. Незаряженные частицы мы 
ускорять не умеем. Когда необходи- 
мо получить быстрые незаряженные 
частицы — даже самые обычные, на- 
пример, нейтроны — это приходится 
делать при помощи ускоренных заря- 
женных частиц. 

В простейших ускорителях разгон 
частиц производится в постоянном 
электрическом поле ( ускорители пря- 
мого действия). Ускорение электро- 
нов в постоянном поле происходит 
также в рентгеновских трубках и в 
кинескопах телевизионных установок. 
Эти давно нам знакомые и столь по- 
лезные приборы не принято называть 
гордым именем ускорителей, хотя они 
вполне того заслуживают. В особен- 
ности это относится к рентгеновским 
трубкам, где электроны разгоняют с 
той же целью, что и в самых круп- 
ных современных ускорителях — для 


генерации новых частиц (фотонов 
рентгеновского диапазона) при соуда- 
рении ускоренной частицы с материа- 
лом мишени. Кинетическая энергия 
К , которую приобретает ускоряемый 
электрон, равна 

К=еѴ, 

где е — заряд электрона, V — раз- 
ность потенциалов, которую он про- 
ходит. 

В ускорителях прямого действия 
не удается достичь энергии большей, 
чем несколько миллионов электрон- 
вольт *). Это происходит потому, что 
между электродами, расположенными 
на обычных расстояниях — до не- 
скольких метров, — не удается создать 
разность потенциалов больше, чем 
несколько миллионов вольт. При боль- 
ших напряжениях между электрода- 
ми начинают происходить электриче- 
ские пробои, с которыми никто не 
умеет бороться. Развитие всей совре- 
менной ускорительной техники осно- 
вано на преодолении этой трудности: 
заряженной частице нужно сообщить 
большую энергию, действуя на нее 
не очень сильными электрическими 
полями. 

В небольшой — по необходимо- 
сти — статье, конечно, не могут быть 
затронуты все вопросы ускоритель- 
ной техники. Мы не будем, в частно- 
сти, говорить о проблемах, связан- 
ных с получением вакуума. Читатель, 
однако, всегда должен помнить, что 
ускорение возможно только в высо- 
ком вакууме, иначе всю полученную 
энергию частицы в бесчисленных стол- 
кновениях будут передавать молеку- 
лам газа. В ускорителях обычных 
типов достаточно снизить давление 
на пути ускоряемых частиц до 
ІО -0 атм. Такой вакуум давно осво- 
ен в технике. 

Линейные ускорители 

Линейные ускорители позволяют 
ускорять заряженные частицы до 
очень больших энергий, принципи- 
ально — до сколь угодно больших. 


*) Электронвольт — -это энергия, кото- 
рую электрон (или другая частица с таким 
же зарядом) приобретает, пройдя разность 
потенциалов в 1 в; 1 зв - 1,6-10— 19 дм. 
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Рис. 1. 



Пусть требуется ускорить прото- 
ны до энергии 30 Мэв*). В ускорите- 
ле прямого действия для этого по- 
требовалось бы пропустить их между 
электродами, к которым приложена 
разность потенциалов 30 миллионов 
вольт. Как уже было выяснено, сде- 
лать этого нельзя из-за электриче- 
ских пробоев. Однако ту же энергию 
протон приобретает, пройдя через 
60 последовательно расположенных 
промежутков с напряжением 500 ки- 
ловольт каждый. Такое напряжение 
к электродам приложить можно. 

Попробуем нарисовать схему уско- 
рителя с несколькими ускоряющими 
промежутками. Не удастся ли нам 
обойтись одним электрическим гене- 
ратором? На рисунке 1 сделана такая 
попытка. Пучок протонов (или дру- 
гих ускоряемых частиц) проходит че- 
рез систему расположенных друг за 
другом трубчатых электродов. Элект- 
роды попеременно присоединены к по- 
ложительному и к отрицательному 
полюсам батареи. Внутри трубок ча- 
стицы движутся с постоянной ско- 
ростью и их энергия не меняется 
(внутри проводящей трубки электри- 
ческое поле равно нулю). Проходя 
промежуток между трубками, они 
испытывают действие электрического 
поля, в результате чего их кинетиче- 
ская энергия меняется. 

Рассмотрим нашу схему более под- 
робно. В промежутке между первой 
и второй трубкой направление элект- 
рического поля совпадает с направ- 
лением скорости протонов, и следо- 
вательно, поле их ускоряет. Однако 
в следующем промежутке поле на- 
правлено навстречу летящим части- 


*) 1 Мэв= 10« ж. 


нам и замедляет их. В третьем про- 
межутке частицы ускоряются, а в чет- 
вертом снова замедляются. Ускори- 
тель, таким образом, у нас не полу- 
чился. Чтобы заставить протоны не- 
прерывно ускоряться, нужно сделать 
так, чтобы во всех промежутках меж- 
ду трубками электрическое поле было 
направлено в одну сторону. Если по- 
пытаться достичь этого при помощи 
батарей, потенциал трубок должен 
монотонно изменяться вдоль ускори- 
теля. Разность потенциалов между 
первой и последней трубками долж- 
на достигать — в нашем случае — тех 
же 30 миллионов вольт, чего, как уже 
объяснялось, сделать нельзя. Этот 
путь оказывается, таким образом, за- 
крытым. 

Попробуем решить эту задачу, во- 
спользовавшись источником перемен- 
ного напряжения. Соберем схему так, 
как это показано на рисунке 2. Пусть 
протоны пересекают промежуток меж- 
ду первой и второй трубками в тот 
момент, когда знаки потенциалов на 
трубках соответствуют красным обо- 
значениям. Проходя этот промежу- 
ток, протоны ускоряются. Как мы 
уже говорили, во время движения 
внутри трубки частицы не испытыва- 
ют действия электрических сил. В это 
время можно изменить напряжение 
на трубках так, чтобы к моменту, 
когда протоны вылетят из второй труб- 
ки, знаки потенциалов соответство- 
вали не красным, а синим обозначе- 
ниям. В зазоре между второй и треть- 
ей трубками протоны снова приобре- 
тут энергию и затем «спрячутся» в 
третьей трубке. За то время, пока 
они летят сквозь нее, поменяем сно- 
ва знаки потенциалов так, чтобы вер- 
нуться к красным обозначениям, и т.д. 
Таким образом, пролетая сквозь всю 
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систему электродов, частицы непре- 
рывно приобретают энергию. 

Ускорители, построенные по рас- 
смотренной схеме, называют линейны- 
ми ускорителями, поскольку электро- 
ды в них располагаются вдоль пря- 
мой линий. Трубчатые электроды ли- 
нейных ускорителей называют труб- 
ками дрейфа (вместо того чтобы го- 
ворить, что частицы внутри электро- 
дов движутся без ускорения, приня- 
то говорить, что они в них дрейфуют). 
Промежутки между трубками дрейфа 
называют ускоряющими промежут- 
ками. 

В ускорителях прямого действия 
частицы летят непрерывной струей. 
В линейном ускорителе они движутся 
сгустками: ускоряются только те ча- 
стицы, которые прошли ускоряющий 
промежуток в тот момент, когда элект- 
рическое поле имело нужное направ- 
ление. 

Легко видеть, что длина трубок 
дрейфа в линейном ускорителе долж- 
на постепенно возрастать. Частицы 
движутся вдоль ускорителя со все 
возрастающей скоростью. Они должны 
пролетать все трубки за одно и то 
же время, равное половине периода 
переменного напряжения. Длина п - й 
трубки равна, следовательно, 

І п = о п у. .(О 

где ѵ п — скорость, с которой ускоряе- 
мые частицы ее пролетают, а Т — пе- 
риод изменения переменного напря- 
жения. Скорость ѵ п нетрудно рассчи- 
тать по кинетической энергии, кото- 
рую имеет ускоряемая частица. Это 
особенно просто сделать в том слу- 
чае, когда можно пользоваться обыч- 
ной нерелятивистской формулой 

у _ '"рч 2 


Массу частицы мы обозначили здесь 
через т 0 . Эта формула применима 
в тех случаях, когда кинетическая 
энергия много меньше энергии по- 
коя частицы Е 0 — 

Е 0 =т 0 г, 

где с — скорость света. Энергия по- 
коя Е и для электрона равна 0,5 Мэв, 
а для протона — 938 Мэв. Мы видим, 
что в диапазоне энергий, в котором 
работают линейные ускорители, (до 
нескольких сот Мэ'в), пользовать- 
ся формулой К = п ~ для элект- 
ронов нельзя, а для протонов — при 
не слишком больших ускорителях — 
можно. 

Кинетическая энергия, которую 
имеет протон, проходящий п-ю труб- 
ку дрейфа, равна 

Кп = ^ I. (2) 

В п-ю трубку протон попадает, 
пройдя (п — 1) ускоряющий промежу- 
ток, то есть приобретя энергию 
(п — 1) еѴ (эв). Если начальная энер- 
гия, с которой протон вводится, или, 
как обычно говорят, инжектируется 
в линейный ускоритель из какого-ни- 
будь предварительного ускоряющего 
устройства, равна К 0 , то 

К п =К 0 +(п-\)еѴ. (3) 

Найдя из (2) и (3) значение ѵ п 
и подставив его в (1), получим 

= 7 Ѵ~^о + (п-1)еѴ\. (4) 

Энергия инжекции Ко обычно неве- 
лика, так что член К 0 играет роль 
поправки. Длина трубок дрейфа, гру- 
бо говоря, растет как корень из по- 
рядкового номера ускоряющего про- 
межутка, -за которым она располо- 
жена. 
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Рассчитаем для примера, какой 
должна быть длина трубки дрейфа, 
в которую попадает протон с энерги- 
ей 10 Мэв. Напишем формулу (2) в ви- 
де 



Из этой формулы найдем 


ѵ 


П 


= С 



Подставляя К п = \0Мэв и т 0 с*= 
=938 Мэв , найдем ѵ п =0,146 с=4,4Х 
Х10 7 м/сек. Мы видим, что при энер- 
гии 10 Мэв скорость протона всего 
в 7 раз меньше скорости света. При 
больших энергиях она еще выше. 

Какую же длину должны иметь 
трубки дрейфа? С помощью формулы 
(4) найдем, что при частоте колеба- 
ний напряжения /=1/7=100 гц дли- 
на трубки дрейфа, которую пролета- 
ет протон с энергией 10 Мэв, должна 
составлять 2,2- ІО 5 м=220 км, при ча- 
стоте ІМгц — 22 м, при частоте 
10 Мгц — 2,2 м. Все эти значения 
слишком велики. Чтобы понять это, до- 
статочно вспомнить, что мы «конструи- 
ровали» ускоритель на очень неболь- 
шую энергию 30 Мэе и речь все-таки 
шла о 60 трубках дрейфа! Чтобы полу- 
чить линейный ускоритель разумных 
размеров, нужны существенно более 
высокие частоты. 

В протонных ускорителях выбира- 
ют обычно частоты от 150 до 300 Мгц, 
а в электронных — еще выше. Для 
сравнения укажем, что длинноволно- 
вые радиостанции работают на часто- 
тах порядка 200 кгц, диапазон сред- 
них волн лежит при частотах ~ 1 Мгц, 
а коротковолновые радиостанции ра- 
ботают при частотах ~ 10 Мгц. Ча- 
стота, с которой приходится менять 
потенциалы на трубках дрейфа ли- 
нейного ускорителя, в Юч-20 раз вы- 
ше, чем высота, на которой работают 
коротковолновые радиостанции! При 
таких частотах волновые свойства по- 
лей оказываются очень существенны- 
ми и даже выступают на первый план. 

Заметим, что частотам 150-^- 
-^300 Мгц соответствуют длины волн 
к=с/Т=с[ от 1 до 2 м. В этих усло- 
виях схема, изображенная на рисун- 
ке 2, оказывается очень наивной. Ут- 
верждая, что длина волны равна 1 м, 


мы, тем самым, говорим, что направ- 
ления вектора напряженности элект- 
рического поля в один и тот же мо- 
мент времени противоположны в точ- 
ках, разнесенных на 0,5 м. Это ут- 
верждение одинаково справедливо для 
точек, разделенных воздушным про- 
межутком или соединенных между со- 
бой проводом, так что на протяжении 
проводника длиной в несколько мет- 
ров напряжение несколько раз ме- 
няет свой знак. Поэтому нельзя счи- 
тать, что, соединяя трубки I, III и V 
проводом, как это изображено на ри- 
сунке 2, мы обеспечиваем одновремен- 
ную перемену знака напряжения на 
всех ускоряющих промежутках. 

Поговорим подробнее о свойствах 
высокочастотных электромагнитных 
колебаний. Прежде всего, следует 
разъяснить, почему мы говорим об 
электромагнитных колебаниях, когда 
для ускорения достаточно одного толь- 
ко электрического поля. Связь элект- 
рических и магнитных явлений про- 
является не только при высоких ча- 
стотах. Даже при постоянных токах 
вокруг несущих ток проводников воз- 
никает магнитное поле. Однако, чем 
выше частота, тем теснее переплета- 
ются электрические и магнитные поля, 
так что говорить о них порознь ста- 
новится бессмысленно. Поэтому мы 
и ведем здесь речь об электромагнит- 
ных, а не об электрических коле- 
баниях. 

При низких частотах электриче- 
ские и магнитные явления определя- 
ются зарядами и токами, то есть рас- 
положением и потенциалами близле- 
жащих проводников. Электромагнит- 
ные колебания высоких частот хоро- 
шо распространяются и без провод- 
ников, как мы это знаем на примере 
радиоволн. 

. Электромагнитные колебания мо- 
гут существовать не только в откры- 
том пространстве, но и в замкнутых 
объемах (которые принято называть 
резонаторами). «Поведение» электро- 
магнитных волн в резонаторах очень 
похоже на поведение звуковых волн. 
Вспомним (в качестве полезной ана- 
логии), как происходят акустические 
колебания в трубах органа. Музы- 
кант вызывает эти колебания, испол- 
няя, например, фуги Баха. Воздух, 
проходящий через трубу, раскачива- 
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Рис. 3. 


ет язычки, движение которых воз- 
буждает в воздухе звуковые колеба- 
ния. 

В трубе можно возбудить не лю- 
бые колебания, а только такие, на 
которые труба настроена. Настройка 
трубы определяется соотношением 
между ее длиной и длиной волны. 
В трубе, закрытой с обоих торцов, 
можно возбудить только такие волны 
(стоячие), для которых половина дли- 
ны волны укладывается в трубе целое 
число раз. Чтобы исполнять на орга- 
не музыкальные произведения, нуж- 
но возбуждать в трубах самые раз- 
ные звуки. Органы содержат поэтому 
тысячи труб. 

Аналогичным образом устанавли- 
ваются электромагнитные колебания 
в замкнутых металлических трубах. 
Длина трубы должна быть хорошо 
согласована с частотой электромаг- 
нитных колебаний, на которых она 
должна работать. В эту тщательно 
сделанную полированную изнутри 
трубу — в резонатор линейного уско- 
рителя — и помещают вдоль ее оси 
трубки дрейфа. Чтобы возбудить 
колебания, в трубу вводят излуча- 
тель — антенну или виток. 

На рисунке 3 изображена карти- 
на силовых линий высокочастотного 
поля, которое создается в резонаторе 
в некоторый момент времени. Стрел- 
ками изображены силовые линии 
электрического поля. Силовые линии 
магнитного поля на рисунке не по- 
казаны. Они имеют вид колец, окру- 
жающих пучки линий электрическо- 
го поля. Через половину периода 
электромагнитных колебаний силовые 
линии изменят свое направление на 
обратное.-' 

Напряженность электрического по- 
ля, создаваемого в резонаторе, мак- 
симальна около его оси и падает поч- 
ти до нуля у стенок. Если бы это 
было не так, то электрическое поле 


создавало бы в стенках большие то- 
ки, которые приводили бы к нагре- 
ву стенок — к бесполезной затрате 
мощности. Поле такой конфигурации 
можно создать в трубе лишь в том 
случае, если ее диаметр согласован 
с длиной волны. Мы видим, что как 
длина, так и поперечные размеры ре- 
зонатора должны подбираться очень 
тщательно. 

Помещенные в резонатор трубки 
дрейфа несколько искажают картину 
электромагнитных колебаний. Внут- 
ри трубок возникает свободное от ко- 
лебаний пространство, так как поле 
не может проникнуть сквозь их про- 
водящие стенки. Поле вытесняется из 
трубок дрейфа в ускоряющие проме- 
жутки. 

При ускорении частиц до очень 
больших энергий отпадает необходи- 
мость «прятать» частицы в трубки 
дрейфа. Через ускоритель можно про- 
пускать обычные электромагнитные 
волны. Если скорость частицы близ- 
ка к скорости света, то, попав на удач- 
ный участок волны, где вектор на- . 
пряженности электрического поля до- 
статочно велик и имеет нужное на- 
правление, частица все время будет 
ускоряться. 

«Очень большие» энергии, о кбТб-" 
рых мы говорили, для разных частиц 
могут сильно отличаться друг от дру- 
га. Для протонов и других тяжелых 
частиц это энергии порядка многих 
тысяч Мэв. А для электронов энергия 
порядка нескольких Мэв является 
уже очень большой. 

Ускорители, о которых мы сейчас 
говорили, называются ускорителями 
с бегущей волной. Большой линей- 
ный ускоритель с бегущей волной 
для ускорения электронов до энергии 
2000 Мэв построен в физико-техниче- 
ском институте АН УССР в Харькове. 
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Циклические ускорители 

Линейные ускорители на большие 
энергии оказываются очень дорогими. 
Для примера укажем, что линейный 
ускоритель электронов в Стенфорде 
(США) на энергию 20 000 Мэв имеет 
длину более 3,5 км. На всем этом 
протяжении непрерывной чередой рас- 
положены уникальные по мощности 
и очень дорогие высокочастотные 
станции. 

Более экономным оказывается 
свернуть траекторию ускоряемых ча- 
стиц в спираль или в кольцо, непре- 
рывно возвращая их к одним и тем 
же ускоряющим станциям. Такие 
ускорители называются циклически- 
ми. Для искривления траектории при- 
меняются магнитные поля. Как ни 
дороги магниты, как ни велики расхо- 
ды на электроэнергию, необходимую 
для их питания, эти затраты с лихвой 
перекрываются экономией на высоко- 
частотных устройствах. 

Напишем несколько простых фор- 
мул. Искривление траектории вызы- 
вается силой Лоренца, действующей 
на частицу со стороны магнитного по- 
ля. Эта сила, как известно, равна 

Р=еѵВ, (5) 

где е — заряд частицы, ѵ — ее ско- 
рость, а В — индукция магнитного 
поля (предполагается, что направле- 
ние ѵ перпендикулярно направлению 

В). Сила Лоренца перпендикулярна 
как направлению магнитного поля, 
так и направлению скорости части- 
цы. Она сообщает частице центро- 
стремительное ускорение а=-^, так что 

движение происходит по кругу. Ве- 
личина силы В и радиус окружности 
связаны, как известно, формулой 

Р= П -^~. ( 6 ) 

Приравнивая правые части формул 
(5) и (6), найдем 


или 

р=тѵ—еВВ , (7) 

где р=тѵ — импульс частицы. Ес- 
ли понимать под массой релятивист- 
скую массу частицы, определяемую 


формулой 

т — т о , 1 — ( 8) 

(' 1 — ѵ-/с- 

то соотношение (7) оказывается спра- 
ведливым и при релятивистских энер- 
гиях. 

Формула (7) показывает, что с ин- 
дукцией магнитного поля и с разме- 
рами ускорителя простым соотноше- 
нием связана не привычная нам энер- 
гия частицы, а ее импульс. Импульс 
и кинетическая энергия в релятиви- 
стской механике связаны довольно 
сложной формулой 

р — ~г У К (К + 2 т 0 с 2 ). 

Под корнем этого выражения стоит 
величина, имеющая размерность квад- 
рата энергии. Если умножить это вы- 
ражение на с, то получим 

рс = 1 ' К (К + 2т 0 с 2 ). 

Эта формула показывает, что вместо 
импульса р удобно рассматривать про- 
порциональную ему величину рс, 
имеющую размерность энергии (рс 
принято измерять в электрон-воль- 
тах). При К&гПоС 2 (нерелятивистский 
случай) это выражение переходит в 
знакомую формулу р — У 2т и К, а при 
К^т„с 2 (большие энергии) имеем про- 
сто рс=К- В этих единицах формула 
(7) принимает знакомый всем физикам 
вид 

рс (эв)= 3- 10 я В В (тл- м). (9) 

При помощи формулы (9) можно 
оценить размеры циклических ускори- 
телей. Магнитные поля всегда стре- 
мятся выбирать посильнее, чтобы 
иметь ускоритель меньших размеров 
и веса. Но при индукции 2 тл желе- 
зо, из которого делают электромаг- 
ниты, насыщается. Поэтому получать 
более сильные поля в ускорителях с 
железными магнитопроводами не уда- 
ется. В вакуумной камере ускорите- 
лей индукция поля обычно не пре- 
восходит 1,6 тл. Обычно в уско- 
рителях между магнитами прихотит- 
ся оставлять промежутки, необходи- 
мые для размещения ускоряющих 
станций, корректирующих устройств, 
аппаратуры для ввода и вывода ча- 
стиц и т. д. В результате этого сред- 
нее значение |В| оказывается еще 
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ниже — 'Около 1,2 тл. Подставляя в 
формулу (9) 6=1,2 тл, найдем 

/?«3-10 -'■> рс. (10) 

Приведем некоторые оценки для 
протонов. Для ускорения протонов 
до энергии 20 Мэв (рс = 200 Мэв) не- 
обходим ускоритель с радиусом /?« 
«60 см. При энергии 600 Мэв ( рс = - 
= 1200 Мэв) Я~ 3,6 м. При ускорении 
до 10 Гэв * (рс - 1 1 Гэв) Д=30 м (уско- 
ритель Института теоретической и 
экспериментальной физики в Москве, 
ускоритель Лаборатории высоких 
энергий в Дубне). При энергии 70 Гэв 
(Серпуховский ускоритель) Д«200 м, 
а при энергии 500 Гэв (ускоритель 
Лаборатории имени Ферми, США) 
6~1,5 км. Эти оценки определяют 
масштаб сооружений и ставят жест- 
кие экономические преграды на пути 
повышения предельной энергии уско- 
рителей. Размеры, а вместе с ними 
и стоимость циклических ускорителей 
в конце концов определяются просто 
магнитными свойствами железа. 

Возможен ли здесь какой-либо 
прогресс? Предельные индукции, до- 
стижимые при использовании различ- 
ных ферромагнетиков, очень близки 
друг к другу, так что надеяться на 
изобретение сплава с существенно 
большей индукцией насыщения не 
приходится. Единственным реальным 
путем является отказ от обычных маг- 
нитов и переход к магнитам на сверх- 
проводниках. При этом индукция мо- 
жет быть поднята в 2 — 3 раза. Как 
ни дороги сверхпроводники и как ни 
сложно работать с низкими темпера- 
турами, ускорительная техника долж- 
на начать двигаться в эту сторону. 
Сооружение первого сверхпроводяще- 
го ускорителя уже осуществляется в 
Лаборатории имени Ферми. 

Вернемся к формуле (9). По мере 
ускорения частиц их импульс р уве- 
личивается, а значит, должны возра- 
стать либо радиус траектории ли- 
бо индукция поля В. Проще всего, 
конечно, работать в постоянном маг- 
нитном поле. Траектория ускоряемых 
частиц имеет в этом случае вид рас- 
кручивающейся спирали. Формула (10) 
определяет радиус ее наружного вит- 


*) 1 Гэв - 10 :1 Мэв. 


ка. Магнитные полюсы электромагни- 
та имеют форму дисков, перекрываю- 
щих всю спираль. Так устроены цик- 
лотроны. Сделать сплошной магнит- 
ный полюс радиусом 60 см или 3,6 м 
еще можно. Однако для ускорения 
протонов до энергии 10 Гэв необхо- 
дим полюс радиусом около 30 м. Де- 
лать такие сплошные полюсы невоз- 
можно. Именно это обстоятельство ог- 
раничивает предельные энергии, до- 
стигаемые при помощи циклотронов. 

В ускорителях на большие энер- 
гии магнитное поле создается только 
на узкой кольцевой дорожке. Радиус 
Я, по которому должны двигаться ча- 
стицы, таким образом, задан, и тра- 
ектория частиц в конце и в начале 
ускорения одна и та же. Увеличение 
импульса частиц должно при этом со- 
провождаться возрастанием магнит- 
ного поля. Ускорители с кольцевым 
возрастающим во времен и полем но- 
сят название синхротронов (магнит- 
ное поле возрастает синхронно с им- 
пульсом). 

Циклотроны, фазотроны и 
микротроны 

Циклотроны применяются для уско- 
рения протонов и тяжелых ионов. Они 
были придуманы Дж. Лоуренсом. 
Схема устройства циклотрона изобра- 
жена на рисунке 4. Магнитное поле, 
«заворачивающее» частицы, создает- 
ся в зазоре между полюсами электро- 
магнита. В этот зазор помещается ва- 
куумная камера, напоминающая по 
форме гигантскую консервную банку. 
В вакуумной камере расположены 
электроды, между которыми создает- 
ся ускоряющее электрическое поле. 
Они тоже похожи на консервную бан- 
ку. Чтобы получить электроды, эту 
банку надо разрезать по диаметру и 
слегка раздвинуть половинки так, 
чтобы между ними образовалась щель. 
Каждая из половинок и образует 
электрод. К ним подводится высоко- 
частотное ускоряющее напряжение. 
Как видно из рисунка 4, б, электроды 
напоминают по форме латинскую бук- 
ву О. Они называются дуантами. 
Щель между дуантами выполняет 
функцию ускоряющего промежутка. 

Дуанты в циклотроне играют ту 
же роль, что и дрейфовые трубки в 
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Вакуумная Ярмо магнита 



б) 


линейном ускорителе. Пока траекто- 
рия частиц проходит внутри дуантов, 
они защищены от действия электриче- 
ского поля, а когда поле между дуан- 
тами приобретает нужное направле- 
ние и величину, частицы вылетают в 
зазор, ускоряются в нем и вновь пря- 
чутся внутрь дуантов. Таким образом 
происходит ускорение. 

От чего зависит период Т обраще- 
ния частицы в циклотроне? Частица, 
движущаяся со скоростью у, прохо- 
дит окружность радиуса /? за время 

2л /?/у. Так какѵ ^ е -^- (см. (7)), то 


Период обращения определяется 
массой частицы и величиной индук- 
ции магнитного поля. При небольших 
энергиях вместо релятивистской мас- 
сы пг можно подставлять массу покоя 
Щ- Если магнитное поле постоянно 
во всем промежутке между дуантами 
(плоские магнитные полюсы), правая 
часть равенства (11) превращается в 


константу и период обращения ока- 
зывается постоянным. Этот результат 
имеет важнейшее значение. Частота 
питающего циклотрон высокочастот- 
ного напряжения неизменна, неизме- 
нен и период обращения частиц. Если 
частота выбрана правильно, то в те- 
чение всего цикла ускорения части- 
цы вовремя попадают в ускоряющий 
промежуток между дуантами и вовре- 
мя прячутся внутрь дуантов. 

Частицы непрерывно вводятся в 
камеру циклотрона вблизи от ее цент- 
ра. Приобретая энергию, они раскру- 
чиваются по виткам спирали и поки- 
дают циклотрон. Пока одни частицы 
заканчивают цикл ускорения, другие 
находятся на середине пути, а третьи 
его еще только начинают. Вылетаю- 
щая из циклотрона «струя» ускорен- 
ных частиц состоит из следующих друг 
за другом сгустков частиц, пролетаю- 
щих ускоряющие промежутки в под- 
ходящие для ускорения моменты вре- 
мени. 

На странице 2 приведена фото- 
графия циклотрона для ускорения 
многозарядных ионов, который нахо- 
дится в Объединенном институте ядер- 
ных исследований в Дубне. 

Обратимся к подводным камням, 
которые пока ускользнули от наше- 
го внимания. Главное затруднение 
связано с релятивистскими поправ- 
ками. Заменять т на ш 0 , как мы это 
делали до сих пор, можно только при 
небольших энергиях. Формула (8) по- 
казывает, что с увеличением скорости 
масса частицы постепенно ра- 
стет. Как это сказывается на синхрон- 
ности обращения частиц и колебаний 
ускоряющего поля? 

Вернемся к формуле (11). Не пер- 
вый взгляд не представляет труда 
обеспечить постоянство периода об- 
ращения и в этом случае. Масса ча- 
стицы ш постепенно возрастает. Вме- 
сте с тем возрастает радиус описы- 
ваемого витка спирали. Казалось бы, 
нетрудно обеспечить постоянство от- 
ношения тІВ, а значит, и постоянст- 
во Т. Для этого достаточно создать 
между полюсами в циклотроне поле, 
индукция которого увеличивалась бы 
от центра к периферии. Однако этот 
путь закрыт. Оказывается, что при 
такой форме магнитного поля движе- 
ние частиц становится неустойчивым: 


іо 



V ; 


Рис. 6. 


Рис. 5. 

даже при небольших отклонениях от 
средней горизонтальной плоскости 
ускоряемые частицы быстро -уходят 
вверх или вниз и ударяются о крышки 
дуантов. Поэтому обычные циклотро- 
ны, в которых не принимается мер 
для компенсации эффектов, связанных 
с релятивистским возрастанием мас- 
сы, могут ускорять протоны только 
до небольших энергий — приблизи- 
тельно до энергии 20 Мэв. 

Второй путь заключается в том, 
чтобы примириться с тем, что период 
обращения частиц постепенно возра- 
стает, и соответственно изменять пе- 
риод ускоряющего напряжения. Имен- 
но так чаще всего и поступают. При 
этом, однако, циклотрон уже не мо- 
жет работать непрерывно. В тот мо- 
мент, когда период высокочастотного 
напряжения увеличился в соответст- 
вии с энергией ускоряемых частиц, 
впускать новые частицы не имеет 
смысла — их период обращения не 
равен периоду изменения высокоча- 
стотного поля. Когда цикл ускорения 
закончен, частоту можно снова под- 
нять и инжектировать новые частицы. 
Циклотрон, таким образом, будет вы- 
давать отдельные порции или, как 
часто говорят, «плевки» ускоренных 
частиц. Ускорители подобного типа 
строят до энергии порядка 1 Гэв (при 
ускорении до больших энергий при- 
меняют кольцевые машины). Такие 
ускорители называют фазотронами. 

Есть и третий путь. Можно до- 
биться того, чтббы период обращения 
не зависел от энергии частицы, услож- 


нив форму ее траектории. Так посту- 
пают в изохронных циклотронах. Как 
мы выяснили, при круговой (или, 
точнее говоря, спиральной) форме 
траектории период обращения частиц 
возрастает с радиусом. Чтобы избе- 
жать этого, искусственно увеличим 
время движения частицы при малых 
энергиях. Это можно сделать, удли- 
нив траекторию, например, придав 
ей вместо окружности форму много- 
угольника со скругленными углами. 
Траектории такого вида изображены 
на рисунке 5. По мере увеличения 
энергии частицы углы многоугольни- 
ка все более скругляются, и траекто- 
рия частицы приближается к круго- 
вой. 

Чтобы заставить частицу двигать- 
ся по такой траектории, надо создать 
магнитное поле сложной конфигура- 
ции. Для этого электромагнит изо- 
хронного циклотрона делают из не- 
скольких отдельных магнитов, распо- 
лагающихся на участках, где траек- 
тория должна скругляться. Полюсы 
электромагнита имеют сложную фор- 
му (см. рисунок 6). 

Указанный путь — при кажущей- 
ся его привлекательности — очень 
сложен. Но по нему приходится идти, 
если нужны большие интенсивности, 
а значит, не отдельные «плевки», а 
добротная «струя» ускоренных частиц. 

Заканчивая обзор ускорителей, ис- 
пользующих постоянные во времени 
магнитные поля, скажем несколько 
слов о микротронах. Так называются 
ускорители электронов, придуманные 


и 



в свое время академиком В. И. Векс- 
лером, затем незаслуженно забытые 
и, наконец, недавно вновь возвращен- 
ные к жизни. Траектории электронов 
в таких ускорителях имеют вид ок- 
ружностей, касающихся друг друга 
в одной точке, как это изображено на 
рисунке 7. В общей для всех окруж- 
ностей точке помещен ускоряющий 
промежуток (резонатор). Пройдя че- 
рез него очередной раз, частица уско- 
ряется и переходит на следующую ок- 
ружность. Другие электроны при этом 
движутся по предыдущим окруж- 
ностям. 

Для успешной работы микротрона 
необходимо, чтобы электроны прихо- 
дили к ускоряющему промежутку в 
тот момент, когда поле имеет нужное 
направление. Можно показать, что 
это условие выполняется, если части- 
ца при прохождении ускоряющего 
промежутка приобретает энергию, 
равную (или кратную) ее энергии по- 
коя т 0 с-. (Этот расчет очень прост, 
и, пользуясь уже приведенными нами 
формулами, читатель может сделать 


его самостоятельно.) Тогда каждый 
следующий виток траектории элект- 
роны будут проходить дольше, чем 
предыдущий, на время, равное одному 
или нескольким периодам колебаний 
ускоряющего поля. И каждый раз они 
будут попадать в резонатор в тот мо- 
мент, когда ускоряющее поле будет 
направлено в нужную сторону. 

Такие ускорители можно постро- 
ить только для электронов, потому 
что для более тяжелых частиц необ- 
ходимый прирост энергии оказывает- 
ся фантастически большим. А для 
ускорения электронов микротроны с 
успехом применяются и позволяют 
получать почти непрерывные пучки 
большой интенсивности. 

Упражнения 

1. В технике линейных ускорителей дли- 
ну трубок дрейфа выражают не через период 
электромагнитных колебаний, а через дли- 
ну их волны. При этом вместо скорости ча- 
стиц ѵ вводят относительную скорость Р = 
= ѵ!с, где с — скорость света. Получите 
соответствующую формулу. 

2. Рассчитайте величину рс для протонов 
с кинетической энергией К = 20, 200 и 
2000 Мэв при помощи соотношения Эйн- 
штейна 

Е 2 = р 2 с 2 -+- т'^с* . 

В этой формуле Е — полная энергия, равная 
К — т 0 с~. Покажите, что формула 

р = — УК(К+ 2 т„с-) , 

которой мы пользовались, эквивалентна это- 
му соотношению. (Напоминаем, что для про- 
тонов т 0 с 2 — 938 Мэв.) 

3. Фазотрон в Дубне ускоряет протоны 
до энергии 680 Мэв. Во сколько раз должна 
измениться частота ускоряющего высокоча- 
стотного поля за время ускорения? Считать, 
что магнитное поле от радиуса не зависит. 

4. Покажите, что для успешной работы 
микротрона нужно, чтобы при каждом про- 
хождении ускоряющего промежутка частица 
приобретала энергию т 0 с- (или несколь- 
ко т 0 с 2 ). 


Задачи 

наших читателей 

1. Даны две окружности 
с радиусами /? и г. Пх общие 
внутренние касательные вза- 
имно перпендикулярны. Най- 
ти площадь треугольника, об- 
разованного этими касатель- 
ными и общей внешней ка- 
сательной к данным окруж- 
ностям. 

Ж. Лев (г. Черновцы) 


2. Дана трапеция АВСИ 
с основаниями |ЛО|=а, 
\ВС\—Ь. Прямая I парал- 
лельна основаниям и пере- 
секает сторону А В в точке 
М, сторону СО в точке N. 
причем (МС)\\(АЫ). Найти 

5 А.ѴСЛ' : §АВСГ>- 

В. Ленкарев 
(г. Луховицы) 

3. Решите следующие 
уравнения (х у — число, за- 
писанное цифрами д-, у и т.п.): 


а) ху • 0, уг— I; 

1 

б) — = 0,1 ххх .... 

в) XX • уу= (х — 1 ) XX (х — 1 ), 

И. Михалкович 
(Минская об.і.) 

4. Найти все действи- 
тельные корни уравнения 
1 -|- 2х+ Зл' 2 + 4 гЧ- . . . 
... -I- 1977 X 1 *™ = 0. 

П. Парамонов 
(г. Москва) 
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А. Кушниренко 

Целые точки 



в многоугольниках 
и многогранниках 


В этой статье мы будем заниматься 
многоугольниками, все вершины ко- 
торых лежат в целых точках коор- 
динатной плоскости — в узлах клет- 
чатой бумаги. Пусть р — такой мно- 
гоугольник, а 5(Р) — его площадь. 
Если Н(Р) — число узлов, попавших 
внутрь и на границу многоугольни- 
ка Р, то 5(Е)^ ЩР). Для 5(Е) 
есть и точные формулы, например, 
формула Пика («Квант», 1974, № 12): 

5(Е) - И(Р) — В(Р)/2 — 1, 
где В(Р) — число узлов, попавших 
на границу Р . 

Формула Пика обладает одним 
недостатком: она не имеет прямого 
аналога в пространстве. Приведенный 
на рисунке 1 пример показывает, что 
объем Ѵ(Р) многогранника Р с вер- 
шинами в узлах кубической решетки 
нельзя выразить через Л !(Р) — число 
узлов, попавших внутрь и на гра- 
ницу Р, и через В(Р) — число узлов, 
попавших на границу Р. Можно, 
однако, придумать похожие форму- 
лы, которые прекрасно обобщаются 
на пространственный случай. 

В этой статье будет построена 
небольшая теория, которая позво- 
ляет угадать и доказать все мысли- 
мые аналоги формулы Пика на пло- 
скости и в пространстве *). 


*) См. задачу М385, «Квант», 1976, №'5. 


Такие формулы понадобились ав- 
тору этих строк при решении мате- 
матической проблемы, о которой бу- 
дет кратко рассказано в § 1. 

§ 1. Введение 

Сколько решений имеет система урав- 
нений 

I Р (х, у) = О, 
і <3 (х. У) = О, 

где Р и <2 — многочлены от х, у с 
действительными коэффициентами? 

Чтобы ответить на этот вопрос, 
для каждого одночлена х т у п , вхо- 
дящего с ненулевым коэффициентом 
хотя бы в один из многочленов Р 
или <2, отметим на координатной пло- 
скости точку с координатами (т; п). 
Возьм.ем выпуклую оболочку отмечен- 
ных точек — наименьший выпуклый 
многоугольник, содержащий все от- 
меченные точки. Этот многоуголь- 
ник называется многоугольником Нью- 
тона*) системы (1). Его удобно ри- 
совать на клетчатой бумаге. 

Решив пару десятков систем ви- 
да ()), я стал подозревать, что спра- 
ведлива такая 

Теорема 1. Число ненулевых 
решений системы (1) либо бесконечно, 
либо не превосходит удвоенной пло- 
щади ее многоугольника Ньютона. 


*) Подробнее мы расскажем о много- 
угольниках Ньютона в июньском номере 
нашего журнала. 



Рис. I. уѴ(Г„)= 4, 
В(Г„)= 4, Ѵ(Т„)=п/ 6. 
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Рис 2. Ы(Р) =9, N(26) =28 , 
В(/ г )= 5, 5 (В) =5,5 


(Решение ( х и , у„) называется не- 
нулевым, если х о =/=0 и уъФ 0.) Пы- 
таясь доказать теорему 1, я почти 
доказал, что справедлива похожая 
на нее 

Теорема 2. Число ненулевых 
решений системы (1) либо бесконеч- 
но , либо не превосходит N(2 Р) — 
— 2 М(Р) + 1, где 2 Р — многоугольник, 
полученный из Р растяжением в два 
раза относительно начала координат 
(рис. 2). 

Чтобы окончить довольно длин- 
ное доказательство теоремы 2, мне 
оставалось показать, что 

а) для любого целочисленного много- 
угольника Р функция М(пР) — мно- 
гочлен второй степени от п при це- 
лых п^ 0 (я называю многоугольник 
целочисленным, если его вершины 
лежат в узлах). 

Пытаясь понять, какая из теорем — 
— 1 или 2 — сильнее, я убедился что 

б) для любого целочисленного мно- 
гоугольника 

25 (Р) = N(2 Р) — 2 М(Р) + 1 , 

т. е. теоремы 1 и 2 по существу сов- 
падают. 

Оказывается, что и а) и б) в два 
счета выводятся из формулы Пика. 

Упражнение 1. Выведите а) и 
б) из формулы Пика. 

Задача 1. Сформулируйте аналог тео- 
ремы 1 для системы уравнений Р (х, у, г) = 
= Ч (х, у, г) = Р (х, у, г) = 0 и аналог 
формулы б) для многогранников. Придуман- 
ную формулу проверьте, глядя на рисунок 3. 


2$(Р) = N ( 2Р) — 2 N ( Р) 1 

§ 2 . 

Мы начнем построение обещанной 
выше теории с того, что честно дока- 
жем эту простую формулу. Обозначим 
ее правую часть через Р{Р). Пока- 
жем, что если целочисленный мно- 
гоугольник Р разбит диагональю / 
на многоугольники Р Т и Р 2 , для ко- 
торых формула б) верна, то она вер- 
на и для Р. Действительно, так как 
М(Р) = М(Р 1 )+М(Р 2 )—М(І), то и 
Р(Р)=Р(Р 1 )+Р(Р 2 )-Р(І). Оче- 
видно, что 5 (/ г )= 5(/ 7 1 )+5(/ : ' 2 ). 
Поэтому 28(Р) = 28(Р 1 )+28(Р 2 )-= 
= Р(Р 1 )+Р(Р 2 )=Р(Р)+Р(І ). Лег- 
ко проверить непосредственно, что 
для любого целочисленного отрезка / 
(т. е. отрезка, концы которого — 
целые точки) Р(/)= 0. Значит, 2$(/ 7 ) 
= Р(Р). Таким образом, из спра- 
ведливости б) для треугольников по 
индукции вытекает справедливость б) 
для п-угольников: целочисленный 
четырехугольник можно разрезать на 
два целочисленных треугольника, пя- 
тиугольник — на четырехугольник и 
треугольник и т. д. 

Формулу б) легко проверить не- 
посредственно для прямоугольников, 
составленных из целых клеток (рис. 4). 
Возьмем «половинку» такого пря- 
моугольника Р — прямоугольный 
треугольник Р г . Мы уже знаем, что 
28(Р) = Р(Р). По симметрии 5(/ г 1 ) = 
=8(Р 2 )=8(Р)/2 и РіР^-^РІР,). 
Так как Р(І)= 0, то Р(Р)=2Р(Р 1 ), 
откуда 28(Р 1 ) = Р(Р 1 ). Таким об- 
разом, формула б) доказана нами 
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Рис 3. Л' (Р) = (рЦ- 1 ) (</-(- 1 ) (/•+ 1 ) , 
В(Р)=/Ѵ (Р)—(р— 1 ) ( 9 — 1) (г — I), 
Ѵ(Р)=руг. 
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Рис. 5. 



Рис. 4 N (Г) = (р+1) (<?+!). 

7Ѵ (2/^) = (2р + 1 ) (2^+ 1 ) , 5(П=РЧ. 

для прямоугольных треугольников 
(с катетами, параллельными осям). 

Произвольный целочисленный тре- 
угольник можно получить, последо- 
вательно отрезая от подходящего пря- 
моугольника прямоугольные треуголь- 
ники (рис. 5). Значит, формула б) 
верна для любого целочисленного 
треугольника, что и оставалось до- 
казать. 

§ 3. Как мы будем обобщать 
рассуждения из § 2 

Для того, чтобы доказать другие фор- 
мулы, например, формулу Пика, мы 
могли бы повторять рассуждения § 2 
и доказывать совпадение двух функций, 
определенных на множестве всех це- 
лочисленных многоугольников. В § 2 
такими функциями были 25{Р) и Р(Р) 
для доказательства формулы Пика мы 
взяли бы 5(Р) и П(Р) — В(Р)/2 — 1 
и т. д. Такой подход плох по трем 
причинам. Во-первых — это очень 
скучно. Во-вторых — так можно до- 
казывать уже угаданные формулы, но 
нельзя придумать новые. В третьих — 
действуя таким образом, мы никогда 
не будем уверены в том, что получи- 
ли все интересные формулы. 

В духе аксиоматического подхода, 
выработанного математикой XX ве- 
ка, мы постараемся сразу описать весь 
класс функций, к которым приме- 
нимы рассуждения § 2. Для этого 
нужно хорошенько проанализировать 


решение задачи б). Стандартная схе- 
ма такого анализа в нашем случае 
выглядит так: 

Шаг 1. Нужно перечислить те 
свойства функций, определенных на 
множестве целочисленных многоуголь- 
ников, которые использовались при 
решении исходной задачи. 

Ш а г 2. Нужно изучить все функ- 
ции, обладающие этими свойствами. 
(Мы назовем их удобными.) 

Ш а г 3. Нужно доказать крите- 
рий совпадения удобных функций и 
описать все удобйые функции. (Кри- 
терий должен быть простым, и его 
применение должно сразу решать ис- 
ходную задачу.) 

Ш а г 4. Нужно применить по- 
лученный критерий для обобщения 
исходной задачи. 

§ 4. Замечательные функции на мно- 
жестве плоских целочисленных фигур 

Одними многоугольниками не обойтись 

Читатель, вероятно, уже заметил, что 
в рассуждениях § 2 встречались не 
только многоугольники, но и отрезки. 

Определение. Плоской це- 
лочисленной фигурой ( или просто фи- 
гурой) мы будем называть целую точ- 
ку , целочисленный отрезок или цело- 
численный многоугольник. Множество 
всех плоских целочисленных фигур обо- 
значим через Ф. 

Мы будем рассматривать отобра- 
жения множества Ф в множество дей- 
ствительных чисел — функции на 
множестве Ф. 


1 $ 



Рис. 6. «Перекос». Т(х, у)-—(х-\-у\ у); 

Т( 1; 3) = (4; 3). 

Каждая горизонтальная прямая {(х; у)\у=с) 
под действием «перекоса» Т сдвигается сама 
по себе на расстояние с. Каждая вертикаль- 
ная прямая «перекашивается» подобно оси у, 
которая переходит в пунктирную прямую. 

Шаг 1 — какие функции на Ф 
мы будем рассматривать. 

Функцию / на множестве Ф бу 
дем называть аддитивной, если она 
обладает следующим свойствбм: 

А) если целочисленные фигуры Р, 
Р г , Р 2 таковы, что Р=Р г [] Р 2 , а 
Рі П А 2 — точка или отрезок, то 

/(^ = /(/ ? і) + /(/ ? ,)-/(/ ? 1 ПЛ). 

Введем на плоскости координаты 
х, у. Допустимыми будем называть 
преобразования четырех типов: 

1°. параллельные переносы на це- 
лочисленный вектор (а; Ь): Т (х; у) = 
=(х+а\ у+Ь); 

2°. симметрии: Т (х; г/)^(±х; ±у); 

3°. перестановку координат: 

Т (х; у)=(у, х)\ 

4°. «перекосы»: Т (х; у)=(х+ау; у), 
где а — произвольное целое чи- 
сло (рис. 6). 

Функция / на множестве Ф назы- 
вается инвариантной относительно 
преобразования Т, если для любой 
фигуры Р^Ф выполнено равенство 

ДТР)Ч(Р)- 

Функцию / будем называть ин- 
вариантной, если она инвариантна 
относительно любого допустимого пре- 
образования. 

Упражнение 2. Докажите, что 
функция /?, принимающая на любой целой 
точке значение 0, на любом целочисленном 
отрезке значение 2, а на любом целочисленном 


п-угольнике — значение п, инвариантна, но 
не аддитивна. 

Основное определе- 
ние. Функцию / на множестве Ф 
будем называть удобной, если она ад- 
дитивна и инвариантна. 

Примеры удобных функций 

Множество всех удобных функций 
на Ф мы обозначим через У. Удобные 
функции существуют. Например, 
функция Е, сопоставляющая каж- 
дой целочисленной фигуре число 1, 
является удобной. Очевидно, что фун- 
кция УѴ, сопоставляющая каждой це- 
лочисленной фигуре Р число N (Р), 
является удобной. Ясно, что функ- 
ция 5 — аддитивна. Очевидно так- 
же, что 5(7/ ? )=5(/ г ) для любой 
фигуры Р и для любого допустимого 
преобразования Т типов 1° — 3°. Ин- 
туитивно очевидная инвариантность 
функции 5 относительно «перекосов» 
следует из принципа Кавальери (см. 
«Алгебра и начала анализа 10», 
п. 107). Значит, функция 5 — удоб- 
ная. Из уже известных удобных функ- 
ций можно получать новые по сле- 
дующему правилу. 

Упражнение 3. Для любой фигуры 
Р^Ф обозначим через пР фигуру, получен- 
ную из Р растяжением в п раз относительно 
начала координат. Докажите, что если К, 
то функция [ п , сопоставляющая каждой фигу- 
ре Р число / ( пР ), также является удобной. 

В частности, функция /Ѵ„, сопоставляю- 
щая фигуре Р число N ( пР ), являет- 
ся удобной. 

Задача 2. Докажите, что всякая удоб- 
ная функция і обладает следующим 
свойством: 

Б) / принимает одинаковое зна- 
чение на всех целочисленных отрезках 
I таких, что (Ѵ(/)= 2. 

Заметим, что выбор аксиом, опи- 
сывающих множество удобных функ- 
ций, является в значительной степе- 
ни произвольным. Мы предпочли та- 
кой набор аксиом, который легче 
всего обобщается на трехмерный слу- 
чай; но можно было бы обойтись и 
меньшим числом аксиом. Вот пример. 

Задача 3. Обозначим через У' мно- 
жество аддитивных функций, инвариантных 
относительно преобразований типа 1° — 2° 
и обладающих свойством Б). Докажите, 
что У' = У. 

Эту задачу стоит решать после то- 
го, как будут найдены все удобные 
функции. 
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Рис. 7. 


Шаг 2 — изучаем удобные функции. 

Если / и § — удобные функции, 
а с и А — действительные числа, то 
функция с[-рд§, которая, по опреде- 
лению, принимает на фигуре Р зна- 
чение с [ (Р)-\-сіу (Р), очевидно, яв- 
ляется удобной. 

Итак, с удобными функциями мож- 
но обращаться как с векторами: их 
можно умножать на действительные 
числа и складывать. Положим, на- 
пример, Р N 2 — 2Ы-рЕ (т. е. Р{Р) — 
= N(2 Р) — 2/Ѵ(Я)+1). Так как функ- 
ции Х 2 , N и Е — удобные, то и функ- 
ция Я — удобная. 

Сопоставим теперь каждой удоб- 
ной функции /^У вектор в трехмер- 
ном пространстве, а именно, вектор 
([(Хі ); /(Х 2 ); /(Х 3 )), где Х и Х 2 , 
Х 3 — три целочисленные фигуры, изо- 
браженные на рисунке 7. Этот век- 
тор мы будем обозначать через /. 
В первых пяти строках таблицы 1 за- 
писано, какие векторы сопоставля- 


Таблица 1 



/ 

/(X.) 

КХд 

/(*,) 

1 

5 

0 

0 

1/2 

2 

N 

1 

2 

3 

3 

Е 

1 

1 

1 

4 

N.. 

1 

3 

6 

5 

Р 

0 

0 

1 

6 

? 

0 

2 

3 

7 

е і =2Е + 28 — N 

1 

0 

0 

8 

е 2 = N — Е — 45 

0 

1 

0 

9 

<■, = 25 

0 

0 

1 


юте я уже известным нам удобным 
функциям. 

А всякий ли вектор соответству- 
ет какой-нибудь удобной функции 
(например, вектор (0; 2; 3) из шестой 
строки)? Положительный ответ на 
этот вопрос дают строки 7 — 9 табли- 
цы 1. Из них видно, что удобным функ- 
циям е 1г е 2 , е 3 соответствуют базис- 
ные векторы в трехмерном простран- 
стве. Поэтому для любых чисел с х , 
с 2 , с 3 мы можем указать удобную функ- 
цию, которой соответствует вектор 
(су; с.,; с 3 ), а именно — удобную функ- 
цию с 1 е 1 +с 2 е 2 -}-с 3 е 3 . Например, век- 
тор из шестой строки таблицы 1 со- 
ответствует функции 2с 2 +Зв 3 — 2(Х — 
— Е — 45)+3 • 25 = 2М — 2Е — 25 . 

Шаг 3 — критерий совпадения 
удобных функций. 

До сих пор мы нигде не пользо- 
вались тем, что имеем дело с удоб- 
ными функциями. Любой функции 
на Ф можно было бы таким же спо- 
собом сопоставить вектор трехмер- 
ного пространства. Например, функ- 
ции Р из упражнения 2 соответству- 
ет вектор из шестой строки таблицы 1 . 
Особое «удобство» удобных функций 
заключается в том, что между ними 
и векторами трехмерного простран- 
ства имеется взаимно однозначное со- 
ответствие. Иными словами, если 

[ и § удобные функции и если 
то функции / и у совпадают. 

Обозначим разность / — § через Н. 
Тогда утверждение о взаимной од- 
нозначности соответствия между 
удобными функциями и векторами 
примет такой вид. 

Основная теорема. Ес : 

ли Н^У и вектор Н равен нулю, то 
и функция Н есть тождественный 
нуль. 

Мы рекомендуем читателю дока- 
зать основную теорему самостоя- 
тельно или прочесть доказательство 
в приложении к статье. 

Из основной теоремы сразу сле- 
дует формула б). Действительно, из 
первой и пятой строк таблицы 1 мы 
получаем, что вектор, соответствую- 
щий функции Р — 25 — нулевой. 
Так как функция Р — 25 удобная, то 
по основной теореме Р — 25—0, т. е. 
Р(Р)—23(Р)=0 для любой фигуры Я. 


2 «Квант» 
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Рис 8. Р=Р/ОР 2 . 

Еще один пример удобной функции 

Можно ли применить основную тео- 
рему для доказательства формулы 
Пика? Беда в том, что функция В 
определена пока лишь на множестве 
настоящих целочисленных мно- 
гоугольников. Как определять ее на 
отрезках и точках? Если мы хотим 
продолжить В до удобной функции 
на Ф, то из рисунка 8 видно, что нам 
следует положить В{1) -В(/ 7 1 )+ 
+В(В 2 ) — В(В), и из этого же ри- 
сунка ясно, что правая часть этого 
равенства есть 2+2 -(число, некон- 
цевых точек отрезка /). Наконец, ес- 
ли X — точка, то по тем же причи- 
нам нам следует положить В(Х) --О. 

У п р а жн е н и е4 (устное). Докажите, 
что определенная выше функция В действи- 
тельно является удобной. 

Докажем теперь формулу Пика. 
Из определения функции В вытекает, 
что вопросительный знак в шестой 
строке таблицы 1 можно заменить на 
В. Но выше мы выяснили, что эта 
строка соответствует функции 2Х — 
— 2 Е — 25. Значит, по основной тео- 
реме, N — Е — В/2—8. 

Вопрос — предостере- 
жение. Почему из равенства В 

= В, где В — функция из упраж- 
нения 2, не вытекает, что /?— В? 

Шаг 4 — обобщаем формулу б) 
и формулу Пика. 

Пусть е, [, §, Н — четыре удобные 
функции, е, I, к — соответствую- 


щие им четыре вектора в простран- 
стве. Один из них всегда можно пред- 
ставить как сумму трех других с 
действительными коэффициентами. По 
основной теореме то же верно и для 
исходных функций. Выбирая в ка- 
честве е, /, §, к различные удобные 
функции (определенные чисто гео- 
метрически), мы будем получать но- 
вые геометрические формулы. Вы- 
разим, например, В(8) через N(8) 
и N(28). Возьмем четыре удобные 
функции В, В, Л\ N .,. Будем искать 
числа с\, с.,, с 3 , с 4 такие, что В = 
-с 1 Е+с' 2 (Ѵ+с 3 Л г 2 . Эта задача сво- 
дится к решению следующей системы 
уравнений (см. таблицу 1): 

О = с 1 + с., + с 3 , 

2 = с 4 + 2 с 2 + Зс 3 , 

3 -- с, + Зс 2 + 6с 3 . 

Решая ее, получим с 1 — 3, с., 4, 

с 3 — 1, т. е. В 4 іѴ — ЛП— ЗВ. Зна- 
чит, для любого целочисленного мно- 
гоугольника В 

В(В) 4 N(8) — N(28) — 3. 

Упражнения 

5. Выразите N (АР) через N (Р) и N (2Р). 

6. Пусть р (п) N (пР) а + Ьп + 
+ сп 2 . Докажите, что число внутренних це- 
лых точек в многоугольнике пР равно р ( — п). 
Попробуйте сформулировать аналогичное 
утверждение в трехмерном случае. 

§ 5. Замечательные функции на множестве 
пространственных целочисленных фигур 

Целочисленной фигурой (или просто фигурой ) 
в трехмерном пространстве мы назовем целую 
точку , целочисленный отрезок, целочислен- 
ный многоугольник или целочисленный много- 
гранник. Множество целочисленных фигур 
обозначим, как и в двумерном случае, 
через Ф. 

Строгое определение удобной функции на 
множестве Ф мы дадим в «Приложении». 
Сейчас для нас будет важно только то, что 
функции Е, УѴ, /Ѵ„, V окажутся удобными. 
Пусть 4,, 4 2 , Л з , Л 4 — точки трехмерного 
пространства с координатами (0; 0; 0), 

(1; 0; 0), (0; 1; 0), (0; 0; I). Пусть X, — 
точка Л 4 , Х 2 — отрезок Л,Л 2 , Х 3 — тре- 
угольник Л ,Л 2 Л 3 , Х 4 — тетраэдр Л ,Л 2 Л 3 Л 4 . 

Каждой удобной функции / сопоставим 
четверку чисел — ее значения на фигу- 
рах Х[, Х 2 , Х 3 , А+ Какие четверки полу- 
чаются длг известных нам функций V, Е, 
<Ѵ, і Ѵ 2 , Ы 3 показано в строках 1 — 5 
таблицы 2. 

Предположим еще, что для удобных 
функций на множестве Ф справедливо 
обобщение основной теоремы из § 4: 

Если к — удобная функция на Ф, и 
к(Х,) —Н(Х 2 ) =Н(Х 3 ) = к(ХЦ =0, то функ- 
ция к есть тождественный нуль. 
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§ 6. Приложение 


/(*,) 


I (X.) 


/(X,) 


/(Х 4 ) 


1/6 


Л' 


Л’, 


10 


10 


20 


Таблиц;] 2 

Постарайтесь придумать такое опреде- 
ление удобных функций на Ф, чтобы функ- 
ции Е, N. N „, V оказались удобными и что- 
бы была справедлива пространственная ос- 
новная теорема. Сравните ваше определение 
с определением на с. 20. 

Пользуясь обобщенной основной теоре- 
мой и таблицей 2, получаем формулу 

ЪV=N■^—ЗN 2 +ЗN— Е, 

аналогичную формуле б). 

Для того, чтобы получить из основной 
теоремы аналог формулы Пика, доопреде- 
лим функцию В, которая пока определена 
только на настоящих многоранниках: 

если Е — многоугольник, то мы поло- 
жим В(Е) = (число граничных точек Е) + 
+2 (число внутренних точек Е); 

если Е — отрезок или точка, то мы по- 
ложим В(Е ) =2. 

Упражнение?. Покажите, что ес- 
ли фигура Е покрыта двумя фигурами Е , 
и Е 2 , пересекающимися по многоугольнику М 
(рис. 9), то 

В(Е)+ В (М) В (Е,) + В (Е 2 ). 

3 а д а ч а 4 . Докажите, что функция В 
удобная. 

Снова пользуясь обобщенной основной 
теоремой и таблицей 2, получаем одно из 
возможных обобщений формулы Пика; 

6Ѵ (Е) N (2 Е) — 2Х (Е) — В (Е) + 3. 

Точно также можно доказать и многие 
другие формулы. 

Упражнение 8. Докажите, что 
В (2 Е) = 4 В (Е) — 6 для любого целочислен- 
ного многогранника Е. 

Упражнение 9. Выразите N (4 Е) 
через N (Е), N (2 Е) и N (3 Е). 

Задача 5. 1) Вычислите явно числа 
N (пХ і), N (пХ 2 ), N (пХ 3 ), N (пХ 4 ). 

2. Покажите, что N п = с { Е + с 2 Ы + 
~Г С3Х2 Д" С 4X3. 

3) Докажите, что для Е^Ф функция 
Ы п (Е) — многочлен не более, чем третьей 
степени от п (при целых я^О). 

4) Покажите, что коэффициенты этого 
хуюгочлена — удобные функции от п, и 
выясните геометрический смысл коэффици- 
ентов при п 3 и п-. 

Задача 6 *. Докажите обобщенную 
основную теорему. 


Доказательство основной теоремы 
Если X — целая точка, то параллельным пе- 
реносом ее можно перевести в точку X,. 
Поэтому к (X) к (ХД = 0. 

Если / — целочисленный отрезок и 
N (/) 2, то согласно решению задачи 2 

/і(/) А(Х,) 0. 

Если N (/) > 2, то разобьем отрезок / точ- 
кой X на два отрезка / х и / 2 такие, что Л' (/,)< 
<(Ѵ(/), N (1 2 ) < N (/). Согласно А), к(І) = 
к (/,) - к (І 2 ) - к (X) = /і(/,)+ к (І 2 ). 
Применяя индукцию, получаем, что к (/) = 0 
для любого отрезка /. 

Пусть теперь Е — ■ произвольный цело- 
численный многоугольник. Разбивая Е диа- 
гональю / на два многоугольника / Г 1 и Е 2 
с меньшим, чем у Е, числом сторон, мы полу- 
чаем, согласно А), что к (Е) - к (Е,) -) 
к (Е 2 ) — к (/) к (/=-,) -Ь к (Е г ). Приме- 
няя индукцию, получаем, что достаточно 
доказать равенство к (Е) = 0 для любого 
целочисленного треугольника Е . Из свойст- 
ва А) и рисунка 5 следует, что это равенство 
будет справедливо, если к обращается в нуль 
на всех прямоугольниках со сторонами, па- 
раллельными осям координат, и на всех пря- 
моугольных треугольниках (с катетами, па- 
раллельными осям координат). 

Оказывается, если к обращается в нуль 
на прямоугольниках со сторонами, парал- 
лельными осям координат, то к обращается 
в нуль и на прямоугольных треугольниках с 
катетами, параллельными осям координат. 
Действительно, разобьем такой прямоуголь- 
ник Е диагональю / на треугольники Е х 
и Е 2 . Тогда к ( Е ) к (Е х ) + к (Е 2 ). Пред- 
положим, что к (Е) 0, тогда к ( Е ,) + 

+ Л (Е 2 ) = 0. Докажем, что к (Е,) - к (Е 2 ). 
Пусть Е [ — -треугольник, симметричный Е у 
относительно одной из координатных осей, 
и Е 2 — треугольник, симметричный Е 2 от- 
носительно другой координатной оси. По- 
скольку к инвариантна относительно сим- 
метрий, получаем к(Е,) к (Е[), к (Е 2 ) — 
— І г (Л,)- Но можно перевести в Ес, па- 
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Рис. 10. 

раллельным переносом, поэтому к (/-^ ) = 
= к (Е 2 ). Отсюда к (Е,) = к (Е 2 ) и, значит, 
к (Е,)-= к (Е 2 ) = 0. 

Осталось показать, что к обращается в 
нуль на прямоугольниках со сторонами, па- 
раллельными координатным осям. Разбивая 
такой прямоугольник на меньшие прямоуго- 
льники, мы получаем по индукции, что доста- 
точно доказать обращение к в нуль на еди- 
ничном квадрате Х 3 ІЖ 3 , изображенном на 
рисунке 10. Согласно А), к (Х3ІІК3) = 
= к (Х 3 ) + к (К 3 ). По условию теоремы 
к (Х 3 ) = 0. Выше мы доказали, что /і(К 3 ) = 
= к (Х 3 ), поэтому и к (V 3 ) = 0. Отсюда 
к (Х3ІІГ3) — 0 + 0 — 0. Доказательство 
теоремы закончено. 

Решение задачи 2. 

Будем говорить, что фигуры Е, и Р 2 жви- 
валентны (обозначается: Е,~Е 2 ), если фигу- 
ра Е, получается из фигуры Е 2 цепочкой Допу- 
стимых преобразований. Ясно, что всякая 
удобная функция принимает одинаковое зна- 
чение на эквивалентных фигурах. Обозначим 
через / Я|Ь отрезок с концами (0; 0) и (а; Ь). По- 
кажем, что всякий отрезок / ЯіЬ эквивалентен 
отрезку / п>0 . Преобразованием 1° любой от- 
резок 1 переводится в І а , ь . Сделав преобра- 
зования 2° и 3°, можно считать, что а 
^ Ь^0. Если Ь > 0, то рассмотрим все 
отрезки, которые можно получить из І а ,ь 
с помощью «перекосов». Пз рисунка 1 1 видно, 
что среди таких отрезков обязательно есть 
отрезок / СіЬ , где 0 с < Ь. Сделав 3°, 
получаем, что / Яі ь — Іь, с - Повторив не- 
сколько раз те же рассуждения, мы получим, 
что / ~ Если дополнительно известно, 

что N (/)= 2, то N (/„,„) =2, т. е. п = 1 . 
Таким образом, удобная функция ( на лю- 
бом отрезке /, для которого N (/) — 2, при- 
нимает такое же значение, как и на отрез- 
ке /,,0- 

Определение удобных функций на Ф 
в пространственном случае. 

Аддитивность. Функцию / на 
множестве Ф назовем аддитивной, если 

А) для любого разбиения фигуры /+Ф 
на фигуры С, , ... , А,, (I Ф, удовлетворяюще- 
го условиям Е, ПЕ 2 П ... П Е/, ф 0 и 
V (Е,Т)Е;) = 0 при і Ф /, выполнено ра- 


Рис. 11 . 

венство / (Е) — V [ (/-'.) — 

— V /(Е, и Е;) + ... 

— ( — I)*/ (Е ,П ... ПЕ„). 

Примеры. 

1) Функция V аддитивна, тик как если 
V (ЕіЛЕД = 0 при і ф /, то V (Е ,СІ ... 
... ЫЕ Л )= Е(Е,)+ ... + К(Е„). 

2) Аддитивность функции Е следует из 

тождества 1 = ... — ( — 

(вытекающего из, равенст- 
ва ( 1 — 1 )* = 0 ). 

3) Аддитивность функции N следует 
из так называемой «формулы включений и 
исключений» (см. «Квант», 1974, № 2, с. 13). 

Инвариантность. Введем в 
пространстве координаты х, у, г. Допустимы- 
ми будем называть преобразования че- 
тырех типов: 

1 °. параллельные переносы на целочис- 
ленный вектор (и; Ь\ с): 

Е(.ѵ; у\ г) = (х + «; у + Ь\ г + с); 

2 . симметрии: 

Т (х, у, г) = (±х\ ±у\ ±г); 

3 . перестановку координатных осей: 

Т (*; у\ г) = (у; г; х); 

4 . «перекосы»: 

Т (х\ у, г) == (х -\- ау + Ьг; у і- сг; г), 
где а, Ь, с — произвольные целые числа. 

Функцию / на множестве Ф назовем 
инвариантной, если для любой фигуры 
Е^Ф и любого допустимого преобразования 
Т выполнено равенство / (ЕЕ) = / (Е). 

Инвариантность функций Е, А, А„, 
В, В п очевидна. Инвариантность функции V 
следует из пространственного принципа Ка- 
вальери. 

Основное определен и е. 
Функция / на множестве Ф называется удоб- 
ной, если они аддитивна и инвариантна. 

Ясно, что функции Е, V, \' п , 
В „ — - удобные. 


В «Кванте» № 2 за 1977 год помещено письмо 
десятиклассника Б. Ивякина и ответ на это 
письмо члена-корреспондента АН СССР 
А. И. Ширшова. 

В своем ответе Анатолий Илларионович 
Ширшов, в частности, указал, что всегда 
можно «натолкнуться на интересные мате- 
матические идеи. Они (эти идеи) вокруг нас». 
Редакция попросила Анатолия Илларионови- 
ча проиллюстрировать это положение каким- 
либо примером из элементарной математики. 


Об уравнении 



К уравнению, указанному в загла- 
вии, я пришел, рассматривая 14-ю 
строку треугольника Паскаля: 

1, 14. 91, 364, 1001, 2002, 3003, 3432, 
3003, 2002, 1001, 364, 91, 14, 1. 


О треугольнике Паскаля расска- 
зывается в пунктах 7 и 8 учебного 
пособия «Алгебра и начала анализа 9». 

Коротко расскажем о нем тем, кто 
с ним еще не знаком. 

В п - й строке треугольника Паска- 
ля на т - м месте стоит число С™, при- 
чем нумерация как строк, так и чи- 
сел в каждой строке начинается с ну- 
ля (первые 15 строк треугольника 
Паскаля приведены на рисунке). 

Для понимания статьи достаточно 


о числах Сп знать только одно: 


С т 

п 


п\ 


т\ ( п — т)\ 


(і) 


(п! = 1 - 2- 0! = 1). Из (1) легко вы- 


водится 

Сп +С п — С„+1 ' у > 

С помощью этого соотношения можно 
строить треугольник Паскаля, не 
пользуясь формулой (1) (см. рису- 
нок). 

В 14-й строке бросается в глаза, 
что 1001+2002=3003, то есть 

Ввиду (2) это равенство можно пере- 
писать так: 

С\ Ъ =С* Ѵ (3) 

Равенство (3) показывает, что пара 
<6, 14) является решением уравне- 
ния, указанного в заглавии. 

А какие еще пары чисел являют- 
ся решением этого уравнения? В 
статье дается ответ на этот вопрос. 
Чтобы ответ имел более красивую 
форму, заменим в нашем уравнении 
т на у, а п — на х — 1. Тогда верна 
такая 

Теорема. Все решения уравне- 
ния С* -І =Сх_і имеют вид 

Хк~УікУ2к+1< Ук~У2к- іУ'2к' к — 
= 1,2,3, ..., где у п — п-й член последо- 
вательности Фибоначчи*): 1, 1, 2, 3, 
5, 8, 13, 21, 34, ... 

Доказательство. 

1. Воспользуемся формулой (1) и 
перепишем наше уравнение: 

х! (х — 1 )! . 

(у— 1 )!(* — У+ 1 )! ~ «/!(* — У— >)! ' 

После очевидных преобразований оно 
приводится к такому виду: 

(х—у+ 1) (х—у)=ху. (4) 

Обозначим через до наибольший об- 
щий делитель чисел хну. Тогда х— 
= иыі, у=ѵы>, где ииѵ взаимно просты. 
Подставив выражения для х и у в (4), 
после сокращения на до получим, что 

(и — ѵ ) 1(ц — ѵ) до+1] = ццдо. (5) 

Числа ииѵ взаимно просты. Поэто- 
му и — ѵ и иѵ тоже взаимно просты. 
Взаимно просты и числа до и (и — у)до+ 
+ 1. Но тогда должны выполняться 
такие равенства: 

( (и — ѵ) до + 1 = иѵ, 

{ и — ѵ — до. 


*) Для этой последовательности у п — 
= у п-і + Уп- 2 ДЛЯ п > 2. 
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Эта система равносильна такой си- 
стеме: 

I V 2 + ѵьи — Ш 2 = 1 , 

' 1 п | 

I , '■^1 

[ ѵ -+- ха = и. 

Поэтому решение нашего уравнения 
сводится к решению уравнения 

ѵ 2 +ѵьи — щг=1 (7) 

в натуральных числах. 

2. Сделаем три простых замеча- 
ния о решениях уравнения (7). Пусть 
пара {ѵ, ьи) является решением 

уравнения (7). Тогда 

а) ѵ и ьи взаимно просты; 

б) если ѵ=ьи, то ѵ=ьи— 1; 

в) ѵ^ьи<2ѵ, 

г) пары (ѵ-\-ьи, ѵ-\-2ьи) и (2ѵ — ьи, 

ьи — ѵ) являются решением урав- 

нения. 

Напоминаем, что ѵ и ьи — нату- 
ральные числа. 


в) вытекает из равенства ьи — 
= ѵ ^ ^ ѵ " 4 получающегося, если 

(7) рассмотреть как уравнение отно- 
сительно ьи, а г) можно проверить, 
подставив соответствующие пары в 
уравнение (7). 

С помощью преобразования 

(н, ьи > => <н+щ, н+2 ьи), (*) 

исходя из решения < 1 , 1 > , построим 
последовательность решений (2,3), 
<5, 8>, <13, 21), <34, 55), ... 

Выписанные решения имеют вид 

о*=Ѵ»-і. а >к=Ухк- (8) 

Докажем, что других решений 
уравнение (7) не имеет. Допустим, что 
пара <о, ьи} является решением 
уравнения (7). Докажем, что она яв- 
ляется одной из пар (8). 
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Если ѵ=Бѵѵ, то с помощью преоб- 
разования 

(V, ДО) => <2о — ДО, ДО — V > (**) 

перейдем от этой пары к паре (гу 
до 4 > с меньшими компонентами. Ес- 
ли ѴіФщ, то проделаем такой пере- 
ход еще раз. Если ѵ г фщ, еще раз... 
Каждый раз мы будем получать пару 
меньших натуральных чисел. Поэто- 
му после конечного числа шагов мы 
получим пару (ѵ : , до,) из одинако- 
вых чисел — по нашим правилам про- 
цесс может оборваться только на та- 
кой паре. Но, как мы уже знаем, 
тогда і»,=до,= 1. Заметим теперь, что 
переходы (*) и (**) взаимно обратны: 
если ѵ=2ѵ — до, до=до — ѵ, то ѵ=ѵ-\-ю, 
ш=у+2до. Поэтому наша пара 
<щ до) может быть получена из пары 
< 1, 1) с помощью (*) за / шагов, то 
есть (ѵ, до)=<у,, до,). 

Итак, множество решений урав- 
нения (7) состоит из пар (Уз/г-І. 
Угк>- 


3. Теперь мы можем подвести ито- 
ги: и к =ѵ к +щ-^ у 2к+1 , значит, х к = 

=“цѴ к =у 2к у 2к+1 , Ук=0кѴ к =*Ѵи-іѴи,- 

Теорема доказана. 

4. Последнее замечание. Если мы 
захотим проверить наше решение и 
посмотреть, какому к соответствует 
14 строка, то окажется, что к= 2. А че- 
му же соответствует к= 1? Не получи- 
ли ли мы лишнего решения? к = 1 со- 
ответствует равенство С°=С\, но стоя- 
щих подряд трех чисел как будто не 
видно. Однако на самом деле они есть, 
просто первое из них — нуль — не 
написано. 

Историческая справка. 
Рассматриваемое уравнение уже 
встречалось в математической литера- 
туре, правда, в несколько иной фор- 
ме. (ТЬе Атегісап МаіЬетаІісаІ 
МопІНІуу т. 37.”сГІ5087автор задачи - 
— Иогтап Аппіп§.) Решение ее, опуб- 
ликованное в томе 38, с. 351, ничего 
общего ни по методам, ни по форме 
ответа не имеет с решением, приве- 
денным в этой заметке. 


Задачи 

наших 

читателей 

1. По дороге едут с оди- 
наковыми скоростями две 
одинаковые автомашины. Од- 
на машина везет тяжелый 
груз, а другая идет порож- 
няком. Если машины одно- 
временно начнут тормозить 
так, что пойдут «юзом» (ко- 
леса у них не будут крутить- 
ся), то какая из них остано- 
вится раньше? 

Б. Коган 
(Москва) 




2. Однородный стер- 
жень закреплен в центре 
тяжести так, что он может 
легко вращаться в вертикаль- 
ной плоскости. К концам 
стержня прикреплены оди- 
наковые грузы. Такая си- 
стема в любом положении 
находится в состоянии рав- 
новесия. А рычажные весы, 
на обеих чашках которых ле- 
жат одинаковые грузы, ус- 
танавливаются только гори- 
зонтально. Как вы думаете, 
почему? 


3. Доказать , что если в 
треугольнике АВС для длин 
а, Ь, с его сторон выполня- 
ются неравенства с>6>а и 
Ра. Рд. Рс— длины биссект- 
рис внутренних углов, Р 4 . 

Р в , Р с — длины биссектрис 
внешних углов, Л а , /і ь , Іі с — 
длины высот, то справедли- 
вы следующие равенства: 

1 | 1 _ 

«РлРл с РсРс 

I 

*РдРд 

б) Нп . Ис _ 

Рд Рл Р с Р с 


_ >1, ‘ 

Р в Р Я * 

У. Алла 
(г. Выру) 


Е. Гудесблат 
(Одесса) 
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Лаборатория «Кванта» 



Эта статья заимствована нами из журнала 
«Успехи физических наук» (1972 г., том 108, 
выпуск 3). 

Автор статьи Винсент Дж. Шефер является 
директором Исследовательского центра по 
изучению атмосферы при Университете штата 
Нью-Йорк в Олбэни, США. 

Статья печатается с некоторыми сокраще- 
ниями. 

Внимательные наблюдения 
над повседневными явлениями 
позволяют узнать многое о при- 
роде физических процессов. 

Можно наблюдать много чрез- 
вычайно интересных химических 
и физических явлений, если чашку 
очень горячего черного кофе осветить 
сильным пучком света, параллельным 
поверхности жидкости. Первый раз 
я наблюдал эти явления, глядя вдоль 
края кипящих источников зимой в- 
Йеллоустонском парке*). Через не- 
сколько лет я обнаружил их вновь 
за утренней чашкой кофе, вскоре пос- 
•ле восхода Солнца. На этот раз все 
происходило в сухом воздухе Север- 
ной Аризоны. 

В Йеллоустоне наблюдение было 
часто затруднено влагой, поднимаю- 
щейся от горячей воды, которая кон- 


*) Йеллоустонский Национальный парк 
известен своими горячими источниками и 
особенно гейзерами. (Прим, перев.) 


денсировалась в воздухе и большую 
часть времени скрывала от глаз на- 
блюдателя поверхность жидкости. В 
Аризоне, наоборот, чистый воздух 
раннего утра и яркий свет восходяще- 
го Солнца создавали идеальные усло- 
вия для наблюдения интересных эф- 
фектов, к описанию которых я и хо- 
чу приступить. 

Если наполнить чашку до краев 
черным кофе (быстрорастворимым или 
обычным), близким к закипанию, и 
посмотреть на него при подходящем 
освещении, то первое, что бросится 
в глаза, это причудливые ячейки, ко- 
торые образуются на поверхности ко- 
фе под поднимающимся паром (см. ри- 
сунок). Ячейки поперечным разме- 
ром от 1 до 3 см имеют форму непра- 
вильных многоугольников и выгля- 
дят как пыльные светлые пятна, огра- 
ниченные узкими темными линиями. 
Пятнами отмечаются места выхода на 
поверхность восходящих потоков го- 
рячей жидкости. Затем эти потоки 
растекаются по поверхности, слегка 
охлаждаются и в тех местах, которые 
отмечены темными линиями, вновь 
погружаются внутрь кофе, образуя 
структуру, известную под названием 
вихревых ячеек Бенара. 

Эти ячейки присутствуют во всех 
жидкостях и газах в тех случаях. 
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если их нижние слои имеют более 
высокую температуру, чем верхние. 
Не важно, чем создан такой перепад 
температуры: тем ли, что жид- 
кость подогревается снизу или охлаж- 
дается сверху, — существенно только, 
чтобы температура уменьшалась сни- 
зу вверх. Явление может проявлять- 
ся в самых разных масштабах. Фран- 
цуз Анри Бенар, который в 1900 го- 
ду впервые заметил его, пользовался 
для наблюдений микроскопом*). Од- 
нако это явление можно видеть и в 
облаках над землей, и на поверхно- 
сти воды в морях, и даже в структу- 
ре фотосферы Солнца. 

На поверхности горячего кофе 
ячейки Бенара хорошо видны благо- 
даря следующему явлению. Интен- 
сивный поток молекул водяного пара, 
поднимающегося от горячей поверх- 
ности кофе, действует на непосред- 
ственно прилегающие к поверхности 
жидкости слои более холодной атмос- 
сферы с силой, направленной вверх. 
Большая часть водяных капель, кон- 
денсирующихся в насыщенном влагой 
воздухе, либо опускается назад в 
жидкость, либо поднимается в атмос- 
сферу и испаряется в ней. Однако 
имеются и такие капельки, которые 
слишком велики, чтобы подняться в 
верхние слои воздуха, и одновремен- 
но — слишком малы, чтобы их сила 
тяжести могла преодолеть давление 
восходящего потока молекул воды, 
поднимающихся с поверхности горя- 
чей жидкости. В результате сила тя- 
жести этих сконденсированных капе- 
лек уравновешивается силой давле- 
ния вылетающих с поверхности жид- 
кости молекул, так что капельки ока- 
зываются взвешенными в воздухе над 
поверхностью горячего кофе. На гра- 
ницах же ячеек Бенара имеется ни- 
сходящий поток пара, капельки осе- 
дают, и здесь черная поверхность ко- 
фе обнажается. Если воспользоваться 
микроскопом, обладающим небольшим 
увеличением, то можно заметить, что 
пылевидные пятна над восходящими 
потоками горячего кофе состоят из 


*) При отсутствии посторонних возмуще- 
ний на поверхности жидкости видна почти 
правильная сетка шестиугольных завихре- 
ний, причем по оси каждой ячейки жидкость 
поднимается, а вдоль ее внешних границ сте- 
кает вниз. (Прим, ред.) 


плотно упакованных крошечных од- 
нородных водяных капелек. Размеры 
капелек и высота их локализации над 
.уровнем жидкости определяются дав- 
лением паров воды, числом центров 
конденсации в данном объеме и си- 
лой тяжести. 

То, что число и размеры капелек 
определяются наличием центров кон- 
денсации, можно доказать с помощью 
зажженной спички, поднесенной ни- 
же края чашки. Пламя спички созда- 
ет, как известно, дополнительные 
центры конденсации*), в результате 
чего концентрация капелек резко 
уменьшается, размеры их становятся 
заметно меньше, и они локализуются 
ближе к поверхности горячей жид- 
кости . 

Если поверхность жидкости осве- 
тить ярким горизонтальным парал- 
лельным пучком света (например, лу- 
чами восходящего Солнца, световым 
пучком из проектора для диапозити- 
вов или из яркого фонаря) и вести на- 
блюдение в направлении освещения 
и близко к оси светового пучка, то 
над поверхностью темной жидкости 
можно увидеть спектрально разло- 
женный свет. Явление дифракции све- 
та на мелких капельках в высоких 
слоях атмосферы приводит иногда к 
появлению окраски венцов вокруг 
Солнца или Луны, когда они закры- 
ваются облаками, состоящими из поч- 
ти однородных капелек**). 

Искусный и настойчивый экспе- 
риментатор может заметить также ха- 
рактерное и довольно любопытное 
электрическое явление. Если к по- 
верхности жидкости поднести наэлект- 
ризованный предмет (например, эбо- 
нитовую гребенку), то взвешенные в 
воздухе капельки влаги исчезают. 
Это показывает, что капельки силь- 
но заряжены. Если же наэлектризо- 
ванный предмет заряжен не очень 


*) Под действием пламени спички часть 
молекул воздуха ионизируется. Образовав- 
шиеся ионы действуют как центры конден 
сации. (Прим, ред.) 

**) Более подробно о явлении дифракции 
света на мелких капельках можно прочитать, 
например, в 'книге М. Миннарта «Свет 
и цвет в природе» (М., «Наука», 1969 г., с. 222 
и далее). Заметим только, что дифракция све- 
та на капле происходит точно так же, как на 
круглом отверстии в экране. (Прим. ред. 
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сильно, то одновременно с наличием 
вблизи поверхности жидкости стабиль- 
ной зоны уравновешенных капелек 
возникает поток капелек, конденси- 
рующихся на ионах, распространяю- 
щихся от заряженного тела. 

Чашка горячего кофе является 
идеальным прибором для наблюдения 
всех или некоторых из описанных яв- 
лений. Однако по мере остывания 
кофе эффекты быстро ослабевают. Для 
более продолжительных наблюдений 
я пользовался следующим устройст- 
вом. Чисто вымытая жестянка из-под 
консервов наполнялась водой, под- 
крашенной черными чернилами, и 
подогревалась на горячей подставке. 
В качестве горячей подставки слу- 
жил электрический утюг, переверну- 
тый вниз ручкой, которая зажималась 
в настольные тиски. Это приспособле- 
ние позволяло проводить наблюдения 
сколь угодно долго. Прекрасным ис- 
точником света служил проектор для 
показа диапозитивов, а наблюдать 
расположение, размеры и другие ха- 
рактеристики «плавающих» капелек 
можно было в микроскоп. Впослед- 


ствии я обнаружил, что горячий гли- 
церин еще лучше подходит для про- 
должительных исследований. 

Грязь на поверхности жидкости в 
некоторых случаях может подавить 
интересующие нас эффекты, однако 
ее легко удалить. Для этого к поверх- 
ности жидкости нужно прикоснуться 
кусочком газетной или другой бума- 
ги и тут же его убрать. Загрязняющая 
поверхность жидкости мономолеку- 
лярная пленка постороннего вещест- 
ва (или пыль) высадится на поверх- 
ности бумаги и останется на ней. Для 
очистки поверхности горячей жидко- 
сти может потребоваться несколько 
таких операций, выполняемых каждый 
раз с новым куском бумаги. Разуме- 
ется, не представляет т руда намерен- 
но загрязнять поверхн ость кофе или 
другой жидкости для того, чтобы ис- 
следовать влияние постороннего мо- 
лекулярного покрытия на описанные 
явления. 

Начать опыты, по-видимому, луч- 
ше всего с глицерином или с подкра- 
шенной чернилами водой, не расхо- 
дуя кофе. 



«Иззаоблачное» сияние 

Когда в солнечный день на небе бывают об- 
лака, нередко можно наблюдать следующее 
явление: от солнца, закрытого облаком, в раз- 
ные стороны расходятся пучки лучей. По ме- 
ре удаления от облака пучки постепенно рас- 
ширяются. Если их мысленно продолжить за 
облако до взаимного пересечения, то они «сой- 


дутся» в том месте, где находится солнце. 

В то же время известно, что лучи от 
солнца идут на землю почти параллельно (уг- 
ловой диаметр солнца около 30'). 

Почему же лучи от солнца, закрытого 
облаком, так широко расходятся? И почему 
столь заметно расширение отдельных свето- 
вых лучей «иззаоблачного» сияния? 

А. Митрофанов 


26 



Математический кружок 



И. Яглом 

О хордах 

непрерывных 

кривых 

Обобщая понятие хорды окружности, 
хордой произвольной кривой а мы бу- 
дем называть любой отрезок, концы 
которого принадлежат а. Например, 
у кривой а, изображенной на рисун- 
ке 1, хордами являются не только 
отрезки РСІ и но и составляю- 
щий часть кривой а отрезок ТІІ. 

1. О задаче М4ІЗ 

В этой задаче («Квант», 1976, № 11) 
предлагалось выяснить, для каких 
положительных чисел а верно следую- 
щее утверждение: для любой функции 
/, определенной на отрезке [0, 11, не- 
прерывной в каждой точке этого от- 
резка и такой, что [ (0)=/ (1)=0, урав- 
нение 

[ (х+а)-/ (х)=0 (1) 

имеет решение. 

Решим ее. Перепишем уравнение 
(1) в равносильной форме 

/ (х+а)=/ (х). (2) 

Мы считаем (см. условие задачи), что 
в уравнениях (1), (2) а>0, а функция 
/ определена на отрезке 10, 11, непре- 
рывна в каждой точке этого отрезка 
и / (0)=/ (1)=0. 

График а функции / — это непре- 
рывная кривая, соединяющая точки 
А <0, 0) и В ■ <1, 0). График р 
функции у=[ (х+а) получается парал- 
лельным переносом кривой а вдоль 
оси абсцисс влево (поскольку а>0) 
на а (рис. 2). 

Существование решения у урав- 
нения (2) означает, что графики аир 
пересекаются: если / (х 0 +а)=/ (х 0 ) = 


у и , то точка с координатами <х 0 , 
у и > принадлежит и а, и р (рис. 3). 

Оказывается, для того чтобы кри- 
вые аир пересекались, необходимо 
и достаточно, чтобы у а была парал- 
лельная оси абсцисс хорда длины а. 
Это утверждение вытекает из такой 
леммы (докажите ее самостоятель- 
но): 

Лемма. Кривая а, соединяю- 
щая точки А и В, тогда и только 
тогда имеет параллельную А В хорду 
длины г, когда кривая р, полученная 
из а параллельным переносом в на- 
правлении ВА на расстояние г, пере- 
секается с а. 

Таким образом, мы можем «пере- 
вести» задачу М413 на «язык хорд»: 
требуется выяснить, при каких поло- 
жительных а график любой функции /, 
определенной на отрезке [0, 1], непре- 
рывной в каждой точке этого отрез- 
ка и такой, что / (0)=/ ( 1 ) =0, имеет 
параллельную оси абсцисс хорду дли- 
ны а. 

2. «Плохие» числа: аФ — . 

п 

Покажем, что для любого положи- 
тельного а, не равного-^- («=1, 2, 3, 

4, ...), существует функция описан- 
ного вида, график которой не имеет 
параллельной оси абсцисс хорды дли- 
ны а. 

Очевидно, у любой такой функ- 
ции для любой хорды СО ее графика, 
параллельной оси абсцисс, |СО| ^ 
^|Лб|- 1 (рис. 4). Поэтому можно 
дальше считать, что 0<а<1. 

Если — <а<1 , проведем через А 

и В любые прямые и х \\и 2 и через се- 
редину Р х отрезка АВ — любую пере- 
секающую их прямую ѵ х . Легко ви- 
деть, что функция [ 2 , графиком кото- 
рой является ломаная а 2 =АР^ х В 
(рис. 5), — искомая, поскольку для 
любой хорды СО ее графика, парал- 
лельной оси абсцисс, | СО |^-і- или 
|СО| = 1. 

Пусть теперь -^-<а<-^-. Разделим 

отрезок А В точками Р х , Р 2 на Т Р И 
равные части и, независимо от это- 
го, точкой — пополам. Проведем 
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через А, и В любые параллельные 
между собой прямые их||и 2 ||и 3 и че- 
рез Кі, Р 2 — любые пересекающие и х 
параллельные между собой прямые 
Ѵі \\ѵ,. Функция /з, графиком которой 
является ломаная а 3 =АР 1 С} 1 Р 2 С1 2 В 
(рис. 6), — искомая: для любой хорды 
СО ее графика, параллельной оси аб- 
сцисс, либо | СО | ^ , либо | СО | ^ 

■ В самом деле. Если точки С и О 

лежат на соседи их звеньях ло- 
маной а 3 (т. е. на АР 1 и или 

на РіС)і и СІіР 2 и т. д.), то, очевидно, 

| СО | ^ . Если точки С и О лежат 

«через одно звено», то либо | СО | = -|- 
(когда С^/ 3 1 ^ 1 , О^Р^ 2 ), либо 

\СО\ — ~. В остальных случаях 

|со|>4- 

Аналогично строится ломаная а п 
(график функции / п ), соединяющая 
А и В и не содержащая никакой па- 
раллельной оси абсцисс хорды СО 

такой, что — - < | СО | < -. Раз- 

делим отрезок АВ точками /? х , В 2 , ..., 
Вп-х на я равных частей и, незави- 
симо от этого, точками 5 Х , 5 2 , ..., 
5„_ 2 — на я — 1 равных частей. Про- 
ведем через А , 5 Х , 5 2 , .... 5„_ 2 и В 
любые параллельные между собой 
прямые ы х , и 2 , .... и п и через Р г , 
Р 2 > • ••> В п -х — любые пересекающие 
их параллельные между собой пря- 
мые ѵ и ѵ 2 , •••, у п _!. Ломаная а п — 
= АР&іР&і ■■■ Рп-^п-хВ (на ри- 
сунке 7 изображена ломаная а 6 ) — 
искомая. Устанавливается это опять- 
таки перебором различных возмож- 
ных положений точек С и (про- 
верьте!). 

Упражнение 1. Проверьте, что при 
п— 2, 3, 4, ... график функции § п : 

§ п ( х ) = 5іп (2я (п — 1) х) 
на отрезке [0, 1 ] не имеет параллельной оси 

абсцисс хорды длины — < а < — ^ . 

Нарисуйте этот график. 

Упражнение 2. Докажите, что при 
любом положительном а, не равном 

— (п = 1 ,2,3,4, . . . ), график функции Н а : 
Л в (*)«8ІП*(-2-1г)- 8 ІП»(-^).ДГ 
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Ш и ѵ 



ш 



Определим значения |м|, |о|, |ш|. 

Скорость спутника определим из условия движения по 
круговой орбите. Центростремительное ускорение спутнику 
сообщает сила притяжения к Земле: 

Ми* М„М 
2/? =Ѵ 4/?- 


(Л1 0 — масса Земли). Отсюда 




Полная механическая энергия станции в момент старта 
тѵ 2 М п т 

равна — ^ — — V — ^ — • По мере удаления от Земли потенци- 
альная энергия станции увеличивается, и далеко от Земли (на 
бесконечности) она равна нулю. Минимальная скорость, 
которую имеет станция в момент старта, должна быть такой, 
чтобы уменьшение кинетической энергии станции за время 
полета было равно увеличению ее потенциальной энергии. 
Тогда на бесконечности и кинетическая энергия станции 
будет равна нулю. Следовательно, в момент старта полная 
механическая энергия станции должна быть равна нулю, т. е. 


Отсюда 


тѵ* 

~2~ 


V 


М„т _ 
2Я 




Определим значение |ш|. Согласно второму закону Кеп- 
лера радиус-вектор «остатка», движущегося по эллиптиче- 
ской орбите, за равные времена заметает равные площади. 

Если в перигее скорость остатка до' (рис. 10), то за малый 
промежуток времени А/ 

2А? | до | А< = /? | до' | М (4) 

(время М достаточно мало, чтобы считать, что |до|, |до'| 
и длины радиусов-векторов остаются постоянными). 

Согласно закону сохранения энергии 

И гс- „ М„р _ р (до')- А4„р 

2 ѵ 2/? ~ 2 —Ѵ Я ' 

Из (4) и (5) найдем |до|: 



Подставив найденные значения |н|, |у| и |до| в выраже- 
ние (3), окончательно получим 


/71 

ЛТ 


% 0,8 


В. Белонучкин 


П 


По страницам школьных учебников 


А. Земляков 

Четные 
и нечетные 
функции 

«•В мир согласный, 

Вечно — ясный, 

Чет и нечет нас влечет» 
К. Бальмонт 

Эта статья адресована девятиклассникам 
и является иллюстрацией и дополнением к 
пункту 68 учебного пособия «Алгебра и на- 
чала анализа 9». 

Четные функции 

Напомним, что числовая функция [ 
называется четной, если выполнены 
следующие два условия: 

(С) если х а П(/), то и — х Ё 
^ 0([), то есть область определения 
П(/) функции / симметрична отно- 
сительно точки 0 на координатной 
прямой Ох; 

(Ч) /( — х) = [(х) для любого 
х ^ Г)(/), то есть в симметричных 
(относительно точки 0 на оси Ох) 
точках х и — х функция / принимает 
одинаковые значения. 

Примеры четных функций: по- 
стоянная с (у — с при любом х ^ К), 
X 2 , С05 X. 

График четной функции на коор- 
динатной плоскости Оху симметри- 
чен относительно оси ординат. До- 
казывается это так. Если точка М с 
координатами (л: п ; у п ) принадлежит 
графику функции / (рис. 1), то есть 
/ (х 0 ) = у то, по определению чет- 
ной функции, — х 0 в Г>(/) и [ (— *„)= 
= г/ 0 , а потому и точка М' с коорди- 
натами (— дг„; у п ) принадлежит гра- 
фику функции /. Но точка М' как 
раз симметрична точке М относитель- 
но оси Оу. Таким образом, вместе со 


всякой точкой М график четной функ- 
ции / содержит и симметричную ей 
точку М', а это и означает, что этот 
график симметричен относительно оси 
ординат. 

Верно и обратное: если график 
функции / симметричен относительно 
оси ординат, то функция / — четная. 

Четные функции обладают «хо- 
рошими» алгебраическими свойст- 
вами: сумма, разность и произведе- 
ние двух четных функций тоже яв- 
ляются четными функциями (докажи- 
те это самостоятельно). 

Нечетные функции 

Функция / называется нечетной, если 
выполнено условие симметрии (С) (см. 
выше) и следующее условие нечет- 
ности: 

(Н) /( — х) = — [(х) для любого 
х 6 О (/)• 

Примеры нечетных функций: 2х, 
X 3 , \/х, 5ІПХ, 1§Х. 

График нечетной функции на ко- 
ординатной плоскости Оху симметри- 
чен относительно начала координат 
О — докажите это самостоятельно с 
помощью рисунка 2. Верно и обратное 
утверждение (сформулируйте и дока- 
жите его самостоятельно)' 

Легко видеть, что сумма и раз- 
ность двух нечетных функций, а так- 
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же произведение нечетной функции на 
число являются нечетными функ- 
циями . 

Контрольные вопросы 

1. Четной или нечетной функцией явля- 
ется произведение двух нечетны)? функций? 

2. Какой функцией является произве- 
дение четной и нечетной функций? 

Ни четные, ни нечетные функции 

Отметим, что «нечетная функция» — 
это отнюдь не то же самое, что «не 
четная функция» (то есть функция, 
не являющаяся четной). Как правило, 
функция, «взятая наугад», не будет 
ни четной, ни нечетной: график «произ- 
вольной» функции не обязан обладать 
какими-либо свойствами симметрии. 

Пример 1 . Функция / (х) = 
= 1/(х + 1) не является ни четной, 
ни нечетной, поскольку для ее об- 
ласти определения О (/) = \х \х Ф 
Ф — 1 | не выполнено условие сим- 
метрии (С): точка х„ = 1 принад- 
лежит И (/), а точка — х„ = — 1 не 
принадлежит О (/). 

Пример 2. Функция / (х) = 
= х 2 + х + 1 также не является ни 
четной, ни нечетной. Эта функция оп- 
ределена всюду, и поэтому условие 
симметрии (С) для нее выполнено, 
однако ни условие (Ч), ни условие (Н) 
не выполнено. В самом деле, / ( — х) = 
— х 2 — х + 1. Положив х = 1, на- 
ходим 

/(1)= 1 + 1 + 1 - 3, 

К -\) 1-1 + 1 = 1 , 

и / ( — 1) не равно ни / (1), ни — / (1). 

Замечание. Ссылка на то, что вы- 
ражения для / (х) и /( — х) «разные», поэто- 
му «[ ( — х) ф I (х)», ничего не до- 
казывает: во-первых, совсем разные по 
своему внешнему виду выражения могут за- 
давать одну и ту же функцию; во-вторых, 
предложение «/ (— х) ф / (х)» содержит 

переменную х, и его истинность или лож- 
ность зависит от значения х (например, в рас- 
сматриваемом примере при х = 0 как раз 
I ( — х) = ( (х)). Условие (Ч) четности функ- 
ции заключается в истинности высказывания 
«для любого +0 (/) выполнено 
числовое равенство / ( — х) = / (х)», 
а утверждение о том, что условие (Ч) не вы- 
полняется, заключается в истинности выска- 
зывания, являющегося отрицанием пре- 
дыдущего: 

«существует +0 (/) 
такое, что / ( — х) Ф / (х)». 

Таким образом, чтобы опровергнуть усло- 
вия (Ч) или (Н), нужно доказать существова- 
ние соответствующего значения х — напри- 
мер, указать конкретное такое значение. 


х=0 


б) - -.и 

■ о сі х 

Р(х) 

ХДЛДДЛДДДДХ1.К73 Л Л7) Л Л /Л /\ А АЛ ^ 

’ѵѵілал/ілл/ѵщ ии 

X 

= -Г(х) 

X ДЛАЛЛ Л Л, /Л /Ѵ7ѴТІ.ГЛЛ ЛЛЛ/іАААЛІ ^ 

Рис. 3. 

0 -х 


Возникает вопрос: зачем вводить 
понятия четности и нечетности функ- 
ций, если «большинство» функций не 
являются ни четными, ни нечетными? 
Это мы сейчас и объясним. 

Физический пример 

Если физическая система обладает 
какой-нибудь симметрией, то и свя- 
занные с нею функции часто имеют 
те или иные свойства симметрии. 
В простейших случаях возникают как 
раз четные или нечетные функции. 

Пример. На горизонтальный 
стержень — ось Ох — надета одно- 
родная пружина, концы которой за- 
креплены в симметричных точках 
х =■ — й и х = сі, а к середине пру- 
жины — в точке х — 0 — прикрепле- 
на шайба, свободно (без трения) пе- 
ремещающаяся вдоль стержня (рис. 3 , 
а). Пусть шайба отведена в точку с 
координатой х. Обозначим через Р (х) 
величину силы, действующей на шай- 
бу со стороны пружины (точнее го- 
воря, проекцию этой силы на ось 
Ох), а через II (х) — потенциальную 
энергию шайбы в этом положении. 
Очевидно, пружине безразлично, впра- 
во или влево отводится шайба: аб- 
солютная величина силы и потенци- 
альная энергия при смещениях х 
и — х одинаковы, то есть 

I Р (-х)І = I Р (X) I 
и 

О (— х) = 11 (х). 

Учитывая, что сила в положениях х 
и — х направлена в противоположные 
стороны (см. рис. 3 , б, в), можем за- 
писать 

Р (-Х) = —р (X). 

Таким образом, из одних лишь со- 
ображений симметрии мы получаем 
следующее: 
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1) функция Р (х), выражающая за- 
висимость силы Р от смещения х, не- 
четная; 

2) функция II (х), выражающая за- 
висимость потенциальной энергии от 
смещения, четная. 

Математический пример 
Очевидно, степенная функция / (х) = 
= х л , где п 6 N. при четном п будет 
четной, а при нечетном п — нечет- 
ной (собственно, отсюда и появилась 
эта терминология). Произвольный 
многочлен р (х), вообще говоря, не бу- 
дет ни четной, ни нечетной функ- 
цией *). Однако его можно предста- 
вить в виде суммы двух многочленов 
р+ (х) и (х), являющихся соот- 
ветственно четной и нечетной функ- 
циями. Например, 

р (х) = х 7 + 2х 6 — х 5 — Зх 4 — 13х 2 + 
+ X + 17 = /7+ (х) + />_ (х), 
где 

р + (х) = 2х в — Зх 4 — 1 Зх 2 + 17 

— сумма одночленов из р(х), со- 
держащих х в четной степени, а 

р - (*) = х 7 — х 5 + х 

— сумма одночленов из р (х), содер- 
жащих х в нечетной степени. 

Оказывается, что не только много- 
член, но и любую функцию с симмет- 
ричной областью определения можно 
представить в виде суммы четной и 
нечетной функций! 


Теорема 


Если функция [ удовлетворяет условию 
симметрии (С), то ее можно пред- 
ставить в виде суммы двух функций — 
четной / + (х) и нечетной /_ (х): 

/ (х) = /+ (*) + /_ (х), (1) 

области определения которых те же, 
что у функции /: О (/+) -= О (/_) — 
= 7) (/), причем такое представление 
единственно. 


Доказ а т ельство. Допус- 
тим, что функция / (х) уже пред- 
ставлена в виде (1) и функции / + 
и /_ удовлетворяют соотношениям 


/+ (~х) = [ + (х), 

І- (~х) = (х). 


( 2 ) 


*) Здесь и далее рассматриваются мно- 
гочлены от одной переменной х, причем мно- 
гочлен р ( х ) мы отождествляем с функци- 
ей X — ► р (х). 


Подставив в формулу (1) вместо х 
значение — х, из формул (2) получим 

П-х) = Мх) - (х). (3) 

Складывая равенства (1) и (3), по- 
лучаем 

/ (х) + / (-*) = 2/ + (х), 

откуда 

Мх)- Щ >±- Ч-«> . (4а) 

Аналогично, вычитая (3) из (1), на- 
ходим 

(х) _ НЯ- И- я (461 

Таким образом, если функция / пред- 
ставима в виде (1), то функции / + 
и /_ однозначно отыскиваются по 
функции [ — с помощью формул (4). 
Следовательно, если представление (1) 
существует, то оно единственно. 

А теперь — небольшой трюк: для 
произвольной функции [ опре- 
делим функции /+ и /_ соотноше- 
ниями (4). 

Тогда из формул (4) следует, что, 
во-первых, / + (х) + /_ (х) = / (х), то 
есть (1) выполняется, и, во-вторых, 
что функции / + и /_ являются, соот- 
ветственно, четной и нечетной. На- 
пример, проверим условие (Н) для 
функции Для произвольного х 
имеем 

/_(-х) = /( - а) - / 2 ( - ( - д)) = 

/( *) Их) I (х) — І (—X) 

— 2 — 2 


= / — (л:), 

что и требовалось доказать. Четность 
функции 1+ проверяется точно так же. 

Замечание. Приведенное доказа- 
тельство носит, как говорят, конструк- 
тивный характер: мы не только дока- 
зали существование и единственность пред- 
ставления (1), то и указали ((юр- 
мулы (4), по которым можно найти четную и 
нечетную «части» данной функции. 

Контрольные вопросы 

3. Где в доказательстве использовано 
предположение о симметричности й (/)? 

4. Согласно нашей теореме любая функ- 

ция с симметричной областью определения, 
в том числе и любая четная (или нечетная) 
функция, представляется в виде суммы чет- 
ной и нечетной частей. Найдите функции ( + 
и если 

а) / — четная функция; 

б) / — нечетная функция. 
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Рис. 4. 


2. Найдите все четные и все нечетные 
функции среди: 

а) линейных функций 

[ ( х ) = «х -+- Ь \ 

б) квадратичных функций 

[ (х) = ах- 4 - Ьх -\- с\ 

в) функций вида 

/ (х) = а соз х + Ь зіп х. 

3. Следующие функции представьте в 
виде суммы четной и нечетной функций: 

а) 1(х) = х-Л-х—^ + 2; 



Рис. 5. 


5. В «математическом примере» мы раз- 
ложили некоторый многочлен ' р (х) в сумму 
четной и нечетной функций, «собрав» в одну 
функцию все одночлены, содержащие х в 
четной степени, а в другую — одночлены, 
содержащие х в нечетной степени. 

Выведите это разложение с помощью 
формул (4). 

6. Докажите, что если некоторый мно- 
гочлен является 

а) четной функцией, то он содержит од- 
ночлены лишь с четными степенями х; 

б) нечетной функцией, то он содержит 
одночлены лишь с нечетными степенями х. 

Упражнения 

1. Даны 11 функций: / , (х) = у х 2 — 1, 

/■> (х) = Ух + 1 , /я (х) і= | , М*) = 

= X 2 + 8ІП X, І ь (х) = х- ■ 2 х , / в (х)=х 3 + 
+ х 4 — X 2 , / 7 (х) = X 3 + соз X, / 8 (х) = 

— X 3 -{- 1§ х, ( 9 (х)= Х 3 -ЗІП X, [ 10 (х) = 

= 2*+Т /|,= (* + Ѵ^ТТ) ■ 

Определите, какие из этих функций — 
четные, какие — нечетные, а какие — ни 
четные, ни нечетные (тогда представьте их в 
виде суммы четной и нечетной функций). 
Дайте соответствующие доказательства. (При 
обосновании тех или иных свойств четности 
не забудьте про замечание после примера 2!) 


б) / (х) = 


х 2 + 2х 4- 1 
X 3 X ’ 


в) / (х) = (х 2 + 2х 4- 1)і§х; 

г) /(х) =2*. 

4. Известно, что функция / нечетна и 

0 €0(/)- Найдите /(0). 

5. Найдите все функции /, являющиеся 
одновременно и четными и нечетными. (Пре- 
достережение: таких функций бес- 
конечно много!) 

6. Существуют ли всюду определенные 
функции, являющиеся одновременно 

а) четными и возрастающими на К; 

б) нечетными и убывающими на К; 

в) нечетными и положительными на К? 

7. Может ли 

а) четная; 

б) нечетная 

функция иметь в точности 

1) одну; 

2) две; 

3) три 

точки экстремума? 

8. а) Докажите, что производная четной 
функции нечетна, а производная нечетной 
функции, напротив, четна. 

б) Верны ли обратные утверждения: 

1) если /' (х) — четная функция, то 
I (х) — нечетная функция; 

2) если /' (х) — нечетная функция, то 
/ (х) — четная функция? 

9 (а — г). Достройте график функции, 
изображенный на рисунке 4, до графика всю- 
ду определенной, непрерывной на К и 

1) четной функции; 

2) нечетной функции. 

В каких случаях это невозможно? В ка- 
ких случаях это можно сделать несколькими 
способами? 

10 ( а — г). Известно, что функция / всю- 
ду определена, четна и периодична с перио- 
дом Т = 4. Восстановите ее график по участ- 
ку, изображенному на рисунке 5. В каких 
случаях это нельзя сделать? В каких случа- 
ях это можно сделать, но неоднозначно? 

11 (10 класс). Постройте графики сле- 
дующих функций: 

а) у — агссоз (сое х); 

б) у = агсзіп (зіп х); 

в) у = агс!§ (1§ х); 

г) у = агсзіп (соз х). 
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Равноугольная 

спираль 

На второй странице обложки 
изображены два семейства 
конгруэнтных между собой 
равноугольных спиралей 
(точнее — вписанных в них 
ломаных из хорд). 

Равноугольная спи- 
раль*) может быть опреде- 
лена как траектория точки 
М, которая движется по лу- 
'чу, равномерно вращающе- 
муся вокруг точки О (полюса 
спирали), причем ее суммар- 
ная скорость в каждый мо- 
мент образует с лучом один 
и тот же угол а (рис. 1). 
Спираль эта имеет бесконеч- 
но много витков нс только 
при раскручивании, но и при 
закручивании. 

По этой спирали летят 
на пламя свечи ночные ба- 
бочки. Из-за сложного уст- 
ройства глаз они направля- 
ются к цели Так, что их ско- 
рость составляет постоянный 
угол с направлением на пла- 
мя свечи. По этой спирали 
моллюск наращивает секции 
своей раковины (рис. 2). 

Равноугольная спиралі. 
используется в разнообраз- 
ных технических устрой- 
ствах. Например, вращаю- 
щиеся ножи в режущих ма- 
шинах часто имеют профиль, 
очерченный по равноуголь- 
ной спирали — под постоян- 
ным углом к разрезаемой по- 
верхности, благодаря чему 
лезвие ножа снашивается 
равномерно (рис. 3). 

Вернувшись к рисунку 
на обложке, вы заметите, что 
спирали одного семейства 
на нем могут быть совмеще- 
ны друг с другом поворотом 
относительно центра всей фи- 
гуры (он же — полюс каж- 
дой из спиралей) на угол 

к -^-(к = 1,2,3, .,.). Еще 


*) Равноугольную спи- 
раль называют также лога- 
рифмической. 


раз всмотревшись в тот же ри- 
сунок, вы заметите переходя- 
щие друг в друга в результа- 
те гомотетии относительно об- 
щего центра четырехугольни- 
ки (каждый из них есть объе- 
динение двух треугольни- 
ков — равностороннего и 
равнобедренного прямо- 
угольного). Равноугольная 
спираль при гомотетии отно- 
сительно полюса также пе- 
реходит сама в себя. 




Рис. I. 




Вот эти два свойства рав- 
ноугольной спирали (то, что 
она при вращении и гомоте- 
тии переходит сама в себя) 
настолько восхитили Я. Бер- 
нулли*), что он распорядился 
выгравировать ее изображе- 
ние на своем надгробном па- 
мятнике. Особенности этой 
замечательной кривой при- 
влекали многих выдающихся 
математиков. Первыми из них 
были Э. Торричелли**) и 
Р. Декарт (1596—1650)***). 

Э. Торричелли, кстати, 
выяснил удивительный факт. 
Оказывается, несмотря на 
бесконечное число витков, 
длина дуги логарифмической 
спирали от произвольной ее 
точки А до полюса О конечна. 

Действительно, обратим- 
ся к рисунку 4. Пусть равно- 
угольная спираль катится без 
скольжения по своей каса- 
тельной АВ. Полюс спирали 
О будет тогда перемещаться 
под прямым углом к АО и, 
в конце концов, попадет в 
точку В. А дуга АО прока- 
тится без скольжения по АВ. 
Поэтому длина дуги АО рав- 


А теперь задача: тре- 
буется найти полюс равно- 
угольной спирали, если из- 
вестны направления каса- 
тельных в трех известных 
ее точках. 

В. Бере.шн 


*) См. «Лемниската Бер- 
нулли», «Квант», № 1. 1977. 

**) См. «Строфоида», 
«Квант», 1977, № 2. 

***) Рене Декарт — ма- 
тематик, физик, фидософ 
Родился он во Франции в 
городе, носящем ныне его 
имя. Декарт — создатель 
«всеобщей математики», ко- 
торая, по его замыслу, 
должна была стать универ- 
сальным средством исследо- 
вания в науках о природе. 
В его работах получил раз- 
витие метод исследования, 
опирающийся на разносто- 
.ронн^б использование алгеб- 
раических уравнений. Из 
«всеобщей математики» вы- 
росли алгебра и аналитиче- 
ская геометрия. Книги 
Р. Декарта многие десяти- 
летия являлись настольными 
для творчески работающих 
математиков. 
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«Квант» для младших школьников 



Задачи 

1. Коле для поездок в метро и на 
трамвае требовалось разменять не- 
которую сумму денег, получив ее всю 
монетами по 3 и 5 копеек. Коля под- 
считал, что всего существует к спо- 
собов такого размена. Какая наиболь- 
шая сумма денег могла быть у Коли? 

2. В примере на умножение не- 
которые цифры зашифрованы бук- 
вами (см. рисунок): одинаковые циф- 
ры — одинаковыми буквами, раз- 
ные — разными, на месте звездочек 
могут стоять любые цифры, в том 
числе и зашифрованные буквами. По- 
пробуйте расшифровать пример ! 

3. На рисунке вы видите пять 
«равенств», сложенных из спичек. Но 
все эти «равенства» — неверные. Пе- 
реложите в каждом из них по одной 
спичке, чтобы все «равенства» стали 
действительно равенствами. 

4. В этом ребусе (см. рисунок) 
цифры зашифрованы фигурками. Оди- 
наковым фигуркам соответствуют оди- 
наковые цифры, разным — разные, ни 
одно число не начинается нулем. Рас- 
шифруйте ребус. 
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. б. I* 

^І^ІЯяМЛ^ 
^ осоис- 
аии&ниж 
возсншп- 

іуи^штн? 


Говоря точнее, надо было бы' вопрос 
сформулировать так: « Почему в хо- 
лодильнике продукты обычно сохнут 
быстрее, чем на открытом воздухе ?» 
Давайте попробуем в этом разобрать- 
ся. 

Начнем с двух — безусловно, из- 
вестных вам — фактов: 

1) Холодный воздух тяжелее теп- 
лого (вспомните, пожалуйста, — по- 
чему?). 

2) Чем теплее воздух, тем больше 
в нем может присутствовать воды 
в виде пара. Как это можно объяснить? 

Воздух, как правило, соприка- 
сается с какими-нибудь открытыми 
водоемами. В воде при любой тем- 
пературе найдутся такие молекулы, 
которые сумеют вылететь с поверх- 
ности воды и образовать водяной 
пар. Одновременно с процессом ис- 
парения происходит и обратный пере- 
ход молекул из пара в жидкость (кон- 
денсация). Очевидно, чем больше плот- 
ность пара, тем активнее идет про- 
цесс конденсации. Если испарение 
воды происходит в ограниченном объе- 
ме (например, в закрытом сосуде), то 
обязательно наступит момент, когда 
число молекуд, покидающих жидкость, 
сравняется с числом молекул, воз- 
вращающихся обратно. В таком слу- 
чае говорят, что между жидкостью и 
ее паром наступает равновесие (ко- 


личества жидкости и пара больше не 
изменяются). Пар в этом состоянии 
называют насыщенным, подчеркивая 
тем самым, что при неизменных усло- 
виях дальнейшее испарение уже не- 
возможно. 

Ясно, что чем выше температура, 
тем интенсивнее испаряется вода и 
тем большей, следовательно, должна 
быть плотность водяного пара, чтобы 
наступило равновесие. Другими сло- 
вами, чем выше температура, тем 
больше водяных паров может содер- 
жаться в данном объеме воздуха. На- 
пример, при 20С в комнате с пло- 
щадью 12 м 2 и высотой 3 м может 
находиться в виде пара около 600 г 
воды , а при 100°С — около 20 кг\ 

Степень влажности воздуха (со- 
держание в воздухе того или иного 
количества водяных паров) обычно 
характеризуют с помощью специаль- 
ной физической величины — отно- 
сительной влажности. Относитель- 
ной влажностью воздуха называется 
отношение массы водяных паров, со- 
держащихся в 1 м 3 воздуха, к мак- 
симальной массе паров воды, которая 
может находиться в этом объеме при 
данной температуре. Это отношение 
принято выражать в процентах. Если 
количество водяных паров в воздухе 
не изменяется, а температура воз- 
духа повышается, то относительная 
влажность будет уменьшаться. И на- 
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оборот: при охлаждении воздуха его 
относительная влажность увеличи- 
вается. Как только она станет рав- 
ной 100%, водяные пары начнут кон- 
денсироваться, «лишний» пар будет 
превращаться в росу или иней. 

Теперь проследим, как же себя 
ведет воздух внутри холодильника. 
У всех холодильников морозильная 
камера расположена наверху. Охлаж- 
денный возле камеры воздух опус- 
кается вниз. Соприкасаясь со стен- 
ками холодильника и с продуктами, 
он нагревается. При этом его отно- 
сительная влажность уменьшается, а 
способность вбирать в себя воду уве- 
личивается. Нагревшись и отобрав 
часть воды у продуктов, воздух под- 
нимается к морозильной камере. 
Здесь он охлаждается до первоначаль- 
ной температуры, но влажность его 
оказывается выше первоначальной (из- 
за отобранной у продуктов воды). 
Через некоторое число циклов влаж- 
ность воздуха возрастает настолько, 
что, подойдя к морозильной камере, 
он будет вынужден часть воды оста- 
вить на камере в виде «осадка» — ка- 
пелек воды или кристалликов льда. 

Так с помощью воздуха вода «пе- 
рекочевывает» от более теплых тел 
к более холодным — от продуктов к 
морозильной камере. При этом про- 
исходит очень эффективная перекачка 
тепла: при испарении некоторое ко- 


личество теплоты отбирается от про- 
дуктов и передается воздуху, а при 
конденсации оно отбирается от воз- 
духа и передается морозильной ка- 
мере. Разумеется, вода легче будет 
отбираться у более нагретых тел. 
Например, для испарения 1 г воды 
при температуре ОС требуется ко- 
личество теплоты около 2,59 • 1 0 3 дж, 
а при 50°С — 2,38- 10 3 дж. (Столько 
же тепла выделяется при конден- 
сации.) 

Может возникнуть естественный 
вопрос: а как же охлаждаются «су- 
хие» предметы? Ведь в этом случае 
отсутствуют перенос воды и связан- 
ный с ним перенос энергии! Это, дей- 
ствительно, так. Но остается еще один 
процесс переноса энергии — при ох- 
лаждении и нагревании циркулирую- 
щего воздуха. Правда, «сухие» пред- 
меты охлаждаются гораздо медлен- 
нее, чем «влажные». 

А теперь постарайтесь самостоя- 
тельно ответить на такие вопросы: 

1 . Когда дышишь на морозе, по- 
являются туман и иней. Почему? 

2. Почему при входе с мороза в 
дом запотевают очки? Почему очки 
«потеют» на морозе? 

3. Почему в душевых обычно ка- 
пает с потолка и с холодных труб, а 
трубы с горячей водой остаются су- 
хими? 
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Практикум абитуриента 




В. Болтянский 

Метод 

отделяющих 

констант 

За последние годы в практику письменных 
экзаменационных работ для поступающих в 
вузы вошли задачи, решение которых удоб- 
но начинать с нахождения множества зна- 
чений, принимаемых некоторыми функция- 
ми. Иногда решение задачи на этом и за- 
канчивается — из полученных результатов 
сразу следует ответ; в других случаях зна- 
ние множества значений функции резко сок- 
ращает объем работы, указывает кратчай- 
ший путь к ответу. 

О некоторых особенностях применения это- 
го метода и рассказывается в настоящей 
статье. 

Доказательство неравенств 

Начнем со следующей задачи. 

Пример 1. Доказать нера- 
венство 

х 2 — 2х ^ — 3+ 5ІП х. (1) 

Для решения достаточно заметить 
что луч ( — 1 ; оо | , представляющий 
собой множество значений функции 

/ (х) = х 2 - 2х = (х- I) 2 — 1, 

не пересекается с множеством зна- 
чений функции 

ё (х) = —3 + 5ІП Л', 

то есть с отрезком [ — 4; — 2]. 

Можно сказать и иначе: сущест- 
вует такое число с (например, с — 
— — 3/2), что для всех х { К спра- 
ведливы неравенства I (х) > с, с > 
> § (*) (рис. 1), откуда и следует 
справедливость не только неравенства 
(1), но и более сильного: / (х) > § (у) 
для любых х, у € Р, то есть всегда 

х 2 — 2х > — 3 + 5ІП у. 


В более сложных примерах уже 
не удается найти константу с , «от- 
деляющую» значения функции / (х) 
от значений функции § (х) на всей 
области их задания, но можно раз- 
бить числовую прямую на несколько 
промежутков, на каждом из которых 
существует своя отделяющая кон- 
станта. 

Пример 2. Доказать неравен- 
ство 

агсІё*>4|/Дх — х 2 — 11. (2) 

В этом случае на луче 1 — оо; фЗ [ 
(то есть при — оо <;х-< І ^З) та- 
кой отделяющей константой является 
с г — 2 (рис. 2), а на луче [у^З;оо[ 
можно взять отделяющую констан- 
ту с 2 1,01. 

Разумеется, график на рисунке 2 
лишь иллюстрирует сказанное; пол- 
ное же доказательство, основанное на 
идее отделяющих констант, можно 
изложить, например, следующим об- 
разом. Функция 

[ (х) — агс!§ х 

при всех х 6 К (и, в частности, при 
х< (' 3 ) удовлетворяет неравенству 
/(*)> — ^-> — 2, то есть / (х) > с г . 

С другой стороны, функция 
&(х) = 4)/ Л 3 х — х 2 — 1 1 = 

= — (х — 2 ф’Т) 2 + 1 

при х — У 'З принимает значение 
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этому у{х)<ус х при х<[3 . Итак, 
/ (х) > с 1 > у (х) при -ѵ < 1 3 , то 
есть при этих значениях х неравен- 
ство (2) справедливо. Осталось рас- 
смотреть значения х^] 3 . 

Заметим, что / ! | 3 ) = 
= агсІ§| 3 — л/3 > 1 ,01 , причем 
функция [ (х) — возрастающая, поэто- 
му / (х) > с г при х^\ 3 . Что же 
касается функции у(х), то при лю- 
бых х ^ К (и, в частности, при х ^ 
I 3 ) мы имеем у (х) ^ 1 <; с ., . 
Таким образом, / (х)> с., > у (х) при 
х ^ | 3 , то есть и при этих значе- 
ниях а неравенство (2) справедливо. 

Рассмотренный прием доказа- 
тельства неравенств вовсе не следует 
считать каким-то изысканным, слу- 
чайным, редкоприменимым. Напро- 
тив, для непрерывных функций этот 
прием можно считать универсальным. 
В самом деле, пусть, например, не- 
прерывные функции / (а) и у(х) за- 
даны на отрезке [а; Ь], причем при- 
кинув вид этих графиков, мы обна- 



ружили, что вроде бы на всем этом 
отрезке справедливо неравенство 
/ (а) > У (а) . Как можно было бы 
доказать справедливость этого нера- 
венства? 

Если для всех а ^ [а; Ь] справед- 
ливо неравенство [(х)>у(х), то 
х графики функций /(а) и у (а) не 
имеют общих точек, и потому мож- 
но*) провести «ступенчатую ломаную» 
(рис. 3), отделяющую график функции 
у / (а) от графика функции у = 
у (а). Но это и означает, что от- 
резок [а; Ь] можно разбить на не- 
сколько меньших отрезков, на каж- 
дом из которых существует отделяю- 
щая константа с,- . 

Разумеется, в этом рассуждении 
речь идет лишь о принципиальной 
возможности доказать неравенство 
/ (а) > у (а) методом отделяющих кон- 
стант. В каждом же конкретном слу- 
чае искусство применения этого при- 
ема состоит в том, чтобы найти под- 
ходящее разбиение отрезка [а; Ь ] 
на части и для каждой из этих частей 
указать соответствующую отделяю- 
щую константу. 

Итерации 

В общем случае затруднительно дать 
рекомендации, как подбирать раз- 
биение на части и соответствующие 
отделяющие константы. Однако в не- 
которых случаях такие рекомендаций 
предложить можно. 

Пусть, например, обе функции 
/(а), у (а) — возрастающие (или обе 
убывающие), причем / (о) >у (а). Про- 
ведем прямую у / (а) (рис. 4) и 
рассмотрим точку ее пересечения с 
графиком функции у-=у(х). Абс- 
циссу этой точки обозначим через 
а ! . На отрезке [а; а х 1 за отделяющую 
константу можно принять число с х - 
/ (а). Действительно, на всем этом 
отрезке выполнены неравенства / (а)^= 
^с х , у (а) ^ с и причем первое не- 
равенство обращается в равенство 
лишь в левом конце отрезка [а; хД, 
а второе — лишь в правом. Отсюда 


*) На самом деле за этим словом «можно» 
скрывается весьма не простая математическая 
теорема, которую мы здесь, конечно, доказы- 
вать нс будем. 
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ясно, что на всем отрезке [а; х, 1 
выполнено неравенство [ (х) > § (х). 

Заметим, т~о отделяющая константа с, — 
— I (а) является в некотором случае наилуч- 
шей: если взять за с, константу, мень- 
шую, чем [ (а), то отрезок, на котором «дей- 
ствует» эта константа, уменьшится. 

Теперь проведем прямую у—[ (х,) 
и получим отрезок \х л ; х 2 ], на кото- 
ром Со — [ (*!) является отделяющей 
константой; затем проведем прямую 
у — І (х 2 ) и гак далее (рис. 4). В ре- 
зультате мы разобьем отрезок Іо; Ь I 
на части и для каждой из этих час- 
тей получим отделяющую константу, 
тем самым доказав справедливость 
неравенства / (х) > § (а) на всем от- 
резке Іа, Ь\. 

Проведенное рассуждение можно форма- 
лизовать следующим образом. 

Мы начинаем с точки х„ = а. 

Если для некоторого к =■ 0, 1, ... уже 
известна точка х к , то мы находим такую 
точку х к + „ что ё (х к + ,) = / (х и ). 

Повторением этого процесса (или, как 
говорят в математике, итерацией) мы по х„ 
находим х |, затем по х , находим х 2 и так да- 
лее. Если после нескольких итераций нам 
удастся добраться до правого конца отрезка, 
на котором заданы функции / (х), $ (х), то 
неравенство / (х) > § ( х ) будет доказано. 

Пример 3. Найти корни урав- 
нения 

(§ а = 4а — 2,5, (3) 

лежащие в интервале ] 0; л/21. 

Функции / (а) = ій а, § (а) = 
= 4а — 2,5 на интервале 10; л/2| 
возрастают. Несколько первых ите- 
раций здесь выглядят следующим об- 
разом (значения функции [ (а) бе- 
рутся с недостатком): 
а о = 0; 

ё (*і) = / (а „) = 0; 4а ! — 2,5 = 0, 
Аі = 0,625; 

ё (* 2 ) = / (Аі)ж 0,72; 4 а 2 — 2,5 = 
= 0,72; а, = 0,805; 


ё (*з) = / (а 2 ) « 1,04; 4х 3 — 2,5 = 

= 1 ,04; А 3 = 0,885; 

ё(х*) = ! (а : ,) « 1,22; 4а 4 — 2,5 = 
= 1,22; а 4 = 0,93; 

ё (а 5 ) = / (а 4 ) « 1,34; 4а 5 — 2,5 = 
= 1,34; а 5 = 0,96; 

ё (-'"в) = ! (а 5 ) ~ 1,42; 4а 6 — 2,5 = 
= 1,42; а 6 = 0,98; ... 

После двух десятков итераций 
удается добраться до правого конца 
интервала ]0; л/2[. Этим устанавли- 
вается, что на всем этом интервале 
справедливо неравенство / (х) > й (а) 
и, следовательно, уравнение (3) на 
рассматриваемом интервале корней не 
имеет. 

Заметьте теперь, что, проводя ите- 
рации, мы заранее не знаем, удастся 
ли нам добраться до правого конца 
отрезка Іо; Ь I (то есть удастся ли нам 
доказать справедливость неравенства 
/ (а) > ё (а) на всем отрез к'е [о; Ь\ ). 
А как будут выглядеть итерации в слу- 
чае, когда графики функций [ (а) и 
§ (а), заданных на отрезке Іо; Ь\, 
пересекаются, то есть неравенство 
/ (а) > ё (а) выполняется не на всем 
отрезке? 

> Рисунок 5 наглядно показывает, 
что тогда в результате беско- 
нечной последовательности ите- 
раций мы будем получать числа х„, 
х и .... х к , .... которые прибли- 
жаются к корню а* уравнения 
/ (а) = ё (а); точнее, число а* = 
= іігпа й представляет собой наимень- 

к -> со 

ший корень этого уравнения, содер- 
жащийся на отрезке |а; Ь]. Следо- 
вательно, с помощью последователь- 
ных итераций мы сможем приближен- 
но вычислить этот корень. 


і 


Указанный прием часто применяется в 
вычислительной практике для приближенного 
вычисления корней уравнений. Вообще, в 
современной математике очень важную роль 
играют различные итерационные методы, 
дающие возможность не только с любой сте- 
пенью точности решать уравнения, но и да- 
же доказывать теоремы. 

Решение уравнений 

Метод отделяющих констант может 
применяться не только для доказа- 
тельства неравенств, но и, в неко- 
торых случаях, для решения урав- 
нений, и притом не приближенного, а 
точного решения. 

Пример 4. Решить уравнение 
х 2 — 2х 5Іп х — 2 сох х + 2 = 0. (4) 

Запишем уравнение в виде 

(Х — 5ІП Х ) 2 — — (1 — С05 х) 2 , 

то есть в виде / (х) = д (х), где 

/ (х) = (х — зіп х) 2 , 

8 (х) = — (1 — С05 х) 2 . 

Очевидно, что для любого х 6 К 
справедливы неравенства / (х) ^ 0, 
8 (х) ^ 0. Отсюда ясно, что некоторое 
число х 0 только в том случае может 
удовлетворять равенству / (х 0 ) = 
= у (х о) , то есть быть корнем урав- 
нения (4), если выполнены равенства 
/ (х„) — 0, 8 (х 0 ) = 0, то есть если 
х „ является решением системы 

| х — $іпх = 0, 

I 1 — С05Х= 0. 

Второе уравнение этой системы имеет 
корни х — 2/гл ( к 0, ± 1, ± 2, ...), 
из которых лишь корень х = 0 удов- 
летворяет первому уравнению. Та- 
ким образом, исходное уравнение име- 
ет единственный корень х = 0. 

Пример 5. Решить уравнение 

х 3 — 2х г + х + 1 = зіп . (5) 

Это уравнение можно записать в виде 
/ (х) = § (х), где 

/ (х) = х 2 — 2х 2 + х + 1 , 

ё( х ) — |/ 5ІП ~Щ- ■ 

Так как / (х) = 1 + х (х — 1) 2 ,то 
/ (х) ^ 1 для всех х 0. В то же 
время 8 (х) ^ 1 для всех х, принадле- 
жащих области определения функции 
8 (х). Следовательно, на луче х ^ 0 
число с — 1 является отделяющей кон- 


стантой для функций / (х) и 8 (х). 
Отсюда вытекает, что неотрицательное 
число может быть корнем уравнения 
(5), только если оно удовлетворяет 
системе уравнений 

г/(*) = 1. 

I § (х) = 1 . 

Первое из этих уравнений, как легко 
видеть, имеет корни х х — 1, х 2 — 0, 
из которых только х х удовлетворяет 
второму уравнению. Итак, уравне- 
ние (5) имеет лишь один н е о т р и - 
цательный корень х г 1 . 

Теперь посмотрим, нет ли отрица- 
тельных корней. Так как при — 2 <х< 
< 0 функция д (х) не определена, то 
отрицательные корни надо искать 
лишь на луче х — 2. Но при х ^ 
^ — 2 мы имеем 

/ (х) = 1 + х (х — I) 2 

<1-2-3 2 17, 

а 8 ( х ) 5= 0 по определению функции 
|Сх. Таким образом, отделяющей 
константой для / (х) и 8 ( х ) на луче 
х < — 2 (в тех точках х, в которых 
функция 8 (х) определена) является, 
например, число с — 10. Следо- 
вательно, рассматриваемое уравне- 
ние не имеет отрицательных корней, 
то есть х х — 1 — единственный ко- 
рень уравнения (5). 

* * 

* 

Заметим в заключение, что, не- 
смотря на его универсальность, метод 
отделяющих констант не всегда яв- 
ляется самым удобным средством для 
доказательства того или иного кон- 
кретного неравенства. Например, для 
доказательства неравенства х > 
> 4х — 2,5 на интервале 10; я/2[ 
(см. пример 3) можно было бы ис- 
пользовать тот факт, что производ- 
ная функции ф (х) = 1§ х — 4х + 2,5, 

равная с ~ 5 Ѵ у ' — 4, обращается в нуль 

только в одной точке этого интервала, 
а именно при х= л/3. В этой точке 
значение функции (р положительно: 

ф (я/3) = Іе -у - 4 - 3 - + 2,5^0,04. 

В концах же интервала функция 
<р (х) принимает большие значения: 
ср (0) = 2,5 и ф(х)->-оо, если х -*■ 
-*■ л/2 (но х < л/2). Отсюда можно 
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сделать вывод, что в точке х = л/3 
функция / (х), рассматриваемая на 
интервале ]0; л/21, принимает на- 
именьшее значение, и потому ср (х) > 
> 0, то есть х > 4х — 2,5 на 
всем этом интервале. Таким образом, 
применение производной дает в дан- 
ном случае более простое решение. 

Напротив, при решении неравен- 
ства агсІ§х>4]/Зх — х 2 — 11 (при- 
мер 2) для нахождения корней 
производной придется решать урав- 
нение третьей степени, так что здесь 
метод отделяющих констант рацио- 
нальнее. 

Умение выбрать наиболее выгод- 
ный метод решения конкретной зада- 
чи зависит от практических навыков, 
от умения «видеть» графики, от вла- 
дения понятием производной и дру- 
гими средствами исследования функ- 
ций. Читателям, которые хотели бы 
поупражняться в применении метода 
отделяющих констант, рекомендуем 
обратиться к очень полезной книге 
Г. В. Д о р офее в, М. К. По.т а - 
по в, Н.Х. Розов, Пособие по 
математике для поступающих в вузы 
(М., «Наука», 1976, гл. IV, § 1). 

Упражнения 

1. Доказать, что при любом действи- 
тельном х справедливы неравенства 

а) ~\/ 1 л:- > блг — х- — 7; 

1 

б) С05 X > — Х-. 

2 (МИСиС, 1971). Решить уравнение 

Ѵ* + 1 + / 2л: +3 = 1 . 

3 (МИФИ, 1971). Решить уравнение 

СО 5 {л Ух — 4) СО$ (я Ух) = 1 . 

4. Найти множество точек плоскости 
М (л:; у), координаты которых удовлетворяют 
уравнению 

X у 

51ПХ -І-51ПУ — 1 і 4- , г . 

* 1*1 ЧУ I 

5 (ЯПИ, 1973). Решить систему 
уравнений 

( И* — I) 2 + у 1 + V (* + 1 )- + У 1 - 2, 

I* 2 + у- — 4л: = 0 . 


Е. Кузнецов 

Линзы 
и системы 
линз 

Явление преломления света на сфе- 
рической поверхности раздела двух 
оптических сред позволяет получать 
изображения светящихся предметов. 
Эта возможность осуществляется с 
помощью линзы — прозрачного тела, 
ограниченного двумя сферическими 
поверхностями. Линза является ос- 
новным оптическим элементом в та- 
ких приборах, как фотоаппарат, про- 
екционный фонарь, микроскоп, теле- 
скоп и т. д. 

На рисунке 1 показан разрез пре- 
ломляющей сферической поверхности, 
разделяющей две оптические среды с 
различными показателями прелом- 
ления. Очевидно, качественное изо- 
бражение любого предмета возмож- 
но только в том случае, когда пучок 
лучей, исходящих из любой точки пред- 
мета (например, из точки Р ), после 
преломления соберется снова в точ- 
ку. Вообще говоря, сферическая гра- 
ница раздела двух сред не обеспе- 
чивает этого условия. Так, луч ѴВ 
после преломления пересечет ось Р( /, 
строго говоря, в другой точке, не- 
жели луч МА. Однако при некото- 
рых условиях пучок лучей, испущен- 
ных точкой, может собраться прак- 
тически в точку. Это будет в том слу- 
чае, когда высота /і, на которой все 
лучи этого пучка пересекают прелом- 
ляющую поверхность, мала по срав- 
нению с радиусом кривизны ОС пре- 
ломляющей поверхности. Другими сло- 
вами, когда мал угол а. Лучи, удов- 
летворяющие этому условию, назы- 
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ваются параксиальными. Для уда- 
ленных источников требование мало- 
сти угла а эквивалентно требованию 
малости угла и. Но малость угла и 
не является достаточным условием 
параксиальности. Действительно, луч, 
параллельный оси РС} (и-^0), но до- 
статочно удаленный от нее (Н вели- 
ко), не будет параксиальным. 

Таким образом, в зависимости от 
того, сколь хорошо выполняется ус- 
ловие параксиальностй, в окрест- 
ности точки Р' будет более или ме- 
нее большой кружок размытия. Од- 
нако на практике нет необходимости 
делать его меньше некоторой, впол- 
не определенной, величины. Напри- 
мер, если кружок размытия станет 
меньше элемента сетчатки глаза (зер- 
на фотоэмульсии на фотопленке, не- 
ровностей матового стекла и т. п.), 
он будет восприниматься нами как 
точка. Его дальнейшее уменьшение в 
нашем зрительном ощущении ниче- 
го не изменит. 

Всюду в дальнейшем мы будем 
иметь дело только с параксиальными 
лучами *). Кроме того, ограничимся 
рассмотрением только тонких линз, 
то есть таких линз, фокусные рассто- 
яния которых существенно больше 
их толщины. 

Если тонкая линза изготовлена из 
материала с показателем преломле- 
ния п, слева от линзы находится сре- 
да с показателем преломления п х , а 
справа — с показателем преломления 
то имеют место соотношения 


п п — л, , л — л., 

К = — йГ + ~рГ' 


( 1 ) 


л, Л — Л, Л— Л, , 9 

Е, - /?, 1 Я* ■ 

Здесь р г и Р 2 — переднее и заднее 
фокусные расстояния линзы, Р г и 
Р 2 — радиусы кривизны, соответствен- 
но, передней и задней поверхностей 
линзы. Эти соотношения можно по- 
лучить (проделайте это самостоятель- 
но!), рассматривая ход лучей, иду- 
щих от бесконечно удаленного ис- 


*) Можно, в принципе, придумать такие 
преломляющие поверхности, для которых 
условие параксиальностй лучей не является 
обязательным. Однако наиболее просты в 
изготовлении именно сферические по- 
верхности. 



Рис. I. 



Рис. 2. 


точника, находящегося в первом слу- 
чае слева от линзц, а втором случае — 
справа. В частности, когда с обеих 
сторон от линзы находится воздух 

(я 1 =я 2 — 1), 


Е, Р г ~^ п *)(/?, + Я») ■ ^ 

Принято считать, что если повер- 
хность своей выпуклой стороной об- 
ращена к среде с меньшим показате- 
лем преломления, то ее радиус кри- 
визны Р положителен (А?>0), в про- 
тивном случае /?С0. Линзы, у ко- 
торых фокусное расстояние положи- 
тельно (Е> 0), называются положи- 
тельными или собирающими, если же 
ЕС 0 — отрицательными или рассеи- 
вающими. Величина 0 = -^- называ- 
ется оптической силой линзы; она 
измеряется в диоптриях. 

При построении изображений, по- 
лученных с помощью тонких линз, 
используют три основных (или бази- 
сных) луча, показанных на рисун- 
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ке 2. С помощью этого рисунка не- 
трудно получить формулу тонкой лин- 
зы: 

_і_ , _і і_ 

л + “ р • 

а также выражения для ее линейного 
(поперечного) увеличения: 

Г ..Н і І—Р Р 
Н ~ сі ~ Р ~ с І — Р 

и для углового увеличения: 

»еи' к И Л 1_ 

у I &и ~ Н/й- I - Г ■ 

Рассмотрим теперь несколько кон- 
кретных задач. 

Задача 1. На поверхности воды 
(« в = 1 ,3) лежит двояковыпуклая тонкая 
стеклянная линза (« ст = 1 ,5) с радиу- 
сами кривизны р г =р.,= \0 см. Оп- 
ределите переднее и заднее фокусные 
расстояния линзы. Чему равно фокус- 
ное расстояние этой линзы в воздухе ? 

Это относительно простая задача. 
Непосредственное применение фор- 
мул (1) и (2), где пх— 1, л. 2 =л в = 1,3 
и я=л ст =1,5, дает 

Е х « 14 см и Е 2 « 18,5 см. 

Для фокусного расстояния линзы в 
воздухе формула (3) приводит к ре- 
зультату / г =10 см. 

3 а д а ч а 2. На рисунке 3‘ дан 
ход луча АВС через тонкую положи- 
тельную линзу. Построить ход про- 
извольного луча ИЕ после преломле- 
ния в линзе. 

Проведем луч А'О, параллельный 
лучу ЛВ и проходящий через оптиче- 
ский центр линзы. Он не преломится. 
Точка О пересечения этого луча с 
лучом ВС лежит в фокальной пло- 
скости Н. Луч О'О, параллельный 
ОЕ, пересечет фокальную плоскость 


в точке Р. Через эту же точку прой- 
дет, преломившись, и луч ОЕ. 

3 а д а ч а 3. Какие очки вы про- 
пишите близорукому человеку, кото- 
рый может читать текст, располо- 
женный не далее 20 см? 

Очки ни в коей мере не исправ- 
ляют дефектов человеческого глаза. 
Их роль сводится к тому, чтобы ото- 
бразить объекты окружающего мира 
на такое расстояние, с которого глаз 
четко различает предметы. В нашем 
случае для того чтобы близорукий 
человек мог видеть удаленные пред- 
меты, например, звезду, очки долж- 
ны создавать изображение звезды не 
далее 20 см от глаза, а глаз будет 
рассматривать уже это изображение. 
Предположим, что линза очков вплот- 
ную придвинута к глазу (небольшой 
зазор между линзой и глазом несу- 
щественно исказит приведенные ниже 
расчеты), и запишем формулу линзы: 

_!_ _і і_ 

й ~ і ~ р ■ 


Здесь сі — расстояние до звезды, а 
/ — максимальное расстояние от изо- 
бражения звезды до глаза. Член -у- 


берется со знаком минус, поскольку 
изображение мнимое. Так как сі 
очень велико, можно смело положить 

= 0. По условию задачи /^=20 см. 


Отсюда 


Е = — 20 см, О — — 5 дптр. 

Таким образом, близорукому чело- 
веку следует прописать очки с рас- 
сеивающими линзами оптической си- 
лы — 5 дптр. 

Задача 4. С помощью линзы 
с фокусным расстоянием Е на экране 
получают уменьшенное и увеличенное 
изображения предмета, находящего- 
ся на расстоянии Е от экрана. Найти 
отношение размеров изображений. 

Пусть высота предмета равна Н. 
Тогда изображение имеет высоту Н= 
ГН, и отношение размеров изобра- 
жений есть 

Н, Г,н /,/</, 

Я 2 ~ Г г Н — [ г /й г ■ 


Теперь нам нужно найти й 2 , д. 2 , / 1 и 
/. 2 . По формуле линзы + -у- = ~ і 
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а из условия задачи Исклю- 

чив й, получим квадратное уравне- 
ние 

Р — [і + ВЬ = О, 

откуда 


Кроме того, из свойства обратимо- 
сти лучей с1 { =[., и сІ г =[ 1. Таким 
образом, 

Н, р /і/2+ \ — 

Н., ~ р ~ \ Ц2— У /, 2 /4 — РІ ' ' 

Задача 5. С помощью поло- 
жительной линзы получают изобра- 
жения двух точечных источников А 
и В. Один из них расположен на оп- 
тической оси на двойном фокусном 
расстоянии от линзы, другой смещен 
от оси так, что прямая, соединяющая 
источники, образует с оптической 
осью угол ср— -30 (рис. 4). Под каким 
углом ф к оси следует расположить 
плоский экран, чтобы одновременно 
получить на нем четкие изображения 
обоих источников ? 

Очевидно, экран нужно распо- 
ложить по лучу АВ (проведенному 
от источника А через точку В) после 
его преломления в линзе. Использу- 
ем формулу для углового увеличе- 
ния: 

і и р 

у ~ г - і ~і—р- 

Здесь / — расстояние от изображения 
источника А до линзы, а В — фокус- 
ное расстояние линзы. Поскольку А 
находится на двойном фокусном рас- 
стоянии от линзы, /= 2 В. Следова- 
тельно, 

Р 

V 2 Р—Р 


Задача 6. Сложный объектив 
состоит из двух тонких линз: поло- 
жительной с фокусным расстоянием 
В х 20 см и отрицательной с фокус- 
ным расстоянием В., - — 10 см. Лин- 
зы расположены на расстоянии /= 
15 см друг от друга. С помощью 
объектива получают на экране изо- 
бражение Солнца. Какое фокусное рас- 
стояние В должна иметь тонкая лин- 
за, чтобы изображение Солнца, по- 
лученное с ее помощью, имело такой 
же размер ? 

Здесь мы уже имеем дело с си- 
стемой линз. 

Найдем размер изображения Солн- 
ца, создаваемого сложным объекти- 
вом, рассматривая ход лучей после- 
довательно в обеих линзах. Изобра- 
жение, создаваемое первой линзой, 
находится, очевидно, в ее фокальной 
плоскости. Размер этого изображения 
а, где а — угловой диа- 
метр Солнца, видимый с Земли (рис. 5). 
Увеличение, даваемое второй лин- 
зой, равно . По формуле 

линзы имеем 


1 1 1 



где д.,=В 1 — / (изображение Солнца 
в первой линзе является мнимым ис- 
точником для второй). Отсюда 

; _ ВАВ,—1) 


Таким образом, размер изображения, 



1 , и ф = ф = 30 й . 


создаваемого всем объективом, 

„ Р,Р, 1§<х 

ш ?*+ Г* — I ■ 


Одиночная линза с фокусным рас- 
стоянием Р дает изображение, имею- 
щее размер Н 2 Рі% а. Сопоставляя 
два последних выражения, получим 
Р,Р< 


Р = 


Р, + Р,—1 ~ 

20 (— 10 ) 

_ 20 ( — 10) — 15 


см = 40 см. 


Только что разобранная задача 
является частным случаем более об- 
щей, практически важной задачи: да- 
на система двух (или более) тонких 
линз с общей оптической осью; не- 
обходимо найти одну тонкую линзу, 
действие которой эквивалентно дей- 
ствию данной системы. Эта задача 
будет полностью решена, если мы 
найдем фокусное расстояние экви- 
валентной линзы и ее местоположе- 
ние (или, что то же самое, положение 
ее фокуса). Попробуйте вывести со- 
ответствующие формулы самостоятель- 
но. Для ориентировки приведем окон- 
чательные результаты: фокусное рас- 
стояние искомой эквивалентной лин- 
зы равно 



а ее фокус находится от второй лин- 
зы на расстоянии /•>, равном 

»• Рі) 

^ • 

Здесь Р 1 и Р о — фокусные расстоя- 
ния первой и второй линз соответ- 
ственно, а Л — расстояние между 
задним фокусом первой линзы и пе- 
редним фокусом второй (его назы- 
вают оптическим интервалом). При- 
нято считать Д>0, если передний 
фокус второй линзы лежит левее зад- 
него фокуса первой линзы, и Д<;0 в 
противном случае. 

В заключение предлагаем несколь- 
ко задач для самостоятельного ре- 
шения. 



Рис. 6. 

3. Положительная линза дает действи- 
тельное изображение с увеличением в 2 ра- 
за. Определить фокусное расстояние линзы, 
если расстояние между линзой и изображе- 
нием равно 24 см. 

4 . Предмет в виде отрезка длиной / 
расположен вдоль оптической оси тонкой 
положительной линзы с фокусным расстоя- 
нием Р. Середина отрезка находится на рас- 
стоянии (У от линзы. Линза дает действитель- 
ное изображение всех точек предмета. Опре- 
делить продольное увеличение предмета. 

5. Положительная линза с фокусным рас- 
стоянием Р и отрицательная с фокусным рас- 
стоянием — Р расположены на расстоянии а 
друг от друга так, что их оптические оси сов- 
падают. На расстоянии а перед положитель- 
ной линзой находится источник света. Изоб- 
ражение этого источника, даваемое системой 
линз, располагается на таком же расстоянии а 
за отрицательной линзой. Определить это 
расстояние. 

6. Оптическая система состоит из двух 
линз: собирающей с фокусным расстоянием 
Р, = 30 см и рассеивающей с фокусным рас- 
стоянием Р 2 = — 30 см. Оптические оси 
линз совпадают. Параллельный пучок лучей 
падает на первую линзу и, пройдя через 
систему, собирается в некоторой точке, 
лежащей на оптической оси. На сколько сме- 
стится эта точка, если линзы поменять 
местами? 

7. В проекционном аппарате использу- 
ется сложный объектив, состоящий из двух 
собирающих линз с фокусными расстояния- 
ми Р | = 20 с.и и Р г — 15 см. Линзы распо- 
ложены на расстоянии а = 5 см друг от 
друга. Определить, с каким увеличением бу- 
дет проецироваться диапозитив на экран, 
находящийся на расстоянии Ь = 10 м от 
объектива проектора. К диапозитиву обраще- 
на линза с фокусным расстоянием Р г . 


Упражнения 

1. На рисунке С дан ход луча АВС 
через тонкую отрицательную линзу. Опреде- 
лить построением фокусное расстояние линзы. 

2. Какие очки вы пропишите дальнозор- 
кому человеку, который резко видит предме- 
ты, расположенные не ближе 50 см? 


$4 


Московский институт 
инженеров 
железнодорожного 
транспорта 


Московский ордена Ленина и ордена Трудо- 
вого Красного Знамени институт инженеров 
железнодорожного транспорта (МИИТ) име- 
ет 10 факультетов, которые готовят высоко- 
квалифицированных инженеров различных 
специальностей. 

В последние годы быстро растет и разви- 
вается факультет автоматики и вычислитель- 
ной техники. Сейчас в институте работают 
студенческие вычислительные залы и вычис- 
лительный центр, оснащенные быстродейст- 
вующими ЭВМ «ЕС-1030», «БЭСМ-4», 

«Урал-14Д», «Сетунь», «Мир», а также мощ- 
ными аналоговыми машинами. Факультет 
готовит инженеров-электриков и инженеров- 
математиков для промышленности и тран- 
спорта по специальностям: автоматизиро- 
ванные системы управления (специализа- 
ция — проектирование и эксплуатация авто- 
матизированных систем управления), авто- 
матика, телемеханика и связь на железнодо- 
рожном транспорте (специализации — авто- 
матика и телемеханика, системы передачи 
информации, радиосвязь), автоматика и теле- 
механика (в промышленности, специализа- 
ция — схемы и системы автоматики и теле- 
механики), электронные вычислительные ма- 
шины, прикладная математика (специализа- 
ция — математическое обеспечение автомати- 
зированных систем управления). 

Все факультеты МИИТа готовят инже- 
неров с прочными знаниями основ математи- 
ки, но особенно это относится к факультету 
автоматики и вычислительной техники. Эта 
особенность факультета учитывалась при 
составлении вариантов вступительных экза- 
менов по математике и физике. Поскольку 
специальность «прикладная математика» свя- 
зана с подготовкой инженеров-математиков, 
способных вести научно-исследовательскую 
работу в различных областях техники, для 
этой специальности предлагались варианты 
еще более сложные (хотя задачи, входящие 
в эти варианты, не содержали материал, 
выходящий за пределы программы средней 
школы). 

Ниже приводятся некоторые варианты 
вступительного письменного экзамена цо 


математике и задачи из билетов устного экза- 
мена по физике в МИИТе в 1976 году. 

Математика 

Вариант 1 

(специальности: промышленное и 

гражданское строительство, экономика строи- 
тельства, экономика транспорта, эксплуата- 
ция железных дорог, мосты и тоннели, элект- 
рификация железных дорог, промышленная 
теплоэнергетика, тепловозостроение, строи- 
тельные и дорожные машины) 

1. Два велосипедиста выезжают одновре- 
менно из пункта А в одном и том же направ- 
лении. Скорость первого на 2 км/час больше 
скорости второго. Через 12 минут первый 
велосипедист остановился на 6 минут, чтобы 
устранить неисправность, и, возобновив дви- 
жение, догнал второго велосипедиста на рас- 
стоянии 14 км от места его остановки. Опре- 
делить скорости велосипедистов. 

2. Решить неравенство 

, 2х — 1 2 

° 8і / 4 Т+Т < С03 "з"~ л ■ 

3. Вычислить острый угол прямоуголь- 
ного треугольника, стороны которого обра- 
зуют арифметическую прогрессию. 

4. Найти зіп 2а, если известно, что 

а а л 

зіп ~ 2 ~ -р со5 ~2 = 1.4 и - 2 -<а<я. 

Вариант 2 

(специальности: автоматизирован- 

ные системы управления, электронные вы- 
числительные машины, автоматика и теле- 
механика в промышленности) 

1. Двоим рабочим было поручено выпол. 
нить некоторую работу. Сначала работал 
П часов только один первый рабочий, затем 
І 2 часов только один второй. Остальную часть 
работы они закончили вместе. Вся работа 
продолжалась 6 часов, причем первый рабо- 
чий выполнил 5/6 всей работы. 

Если бы сначала работал І у часов только 
один второй рабочий, затем 1 2 часов только 
один первый рабочий, после чего они вместе 
закончили бы остальную часть работы, то 
вся работа продолжалась бы 7 часов. 

За сколько часов выполнит всю работу 
каждый рабочий в отдельности, если первому 
на это требуется на 6 часов меньше, чем вто- 
рому, и каковы промежутки времени /, и < 2 ? 

2. Решить неравенство 

3. На ребре двугранного угла 120° взят 
отрезок длины с и из его концов восстав- 
лены к нему в различных гранях перпенди- 
куляры длин а и Ь. Определить длину от- 
резка прямой, соединяющего концы этих 
перпендикуляров. 

4. Решить уравнение 

зіп 2х — 5 зіп х + 5 со з х + 5 = 0. 


Вариант 3 

(специальность: прикладная мате- 
матика) 

1. В шахматном турнире участвовали 
ученики девятых и десятых .классов. Все 
десятиклассники набрали 27 очков. Число 
очков, набранных десятиклассниками в иг- 
рах против девятиклассников, на 21 больше 
числа очков, набранных девятиклассниками 
в играх против десятиклассников. Сколько 
девятиклассников и десятиклассников участ- 
вовали в турнире, если за победу начисляет- 
ся одно очко, за ничью V 2 очка и число десяти- 
классников больше 1? 

2. Доказать, что при всех значениях х 
и у имеет место неравенство 

х 2 ху + у 2 + 2х — 2 у 4^0. 

3. Определить углы прямоугольного тре- 
угольника, зная, что радиус описанного 
около него круга относится к радиусу впи- 
санного круга, как 5 : 2. 

4. Найти а + 2|3, если 3 зіп 2 а + 

+ 2 5Іп 2 (5 — 1 , 3 5Іп 2а = 2 5Іп 2р, 0< а< , 


0< Р< ~п • 



мента, вызывают поток фотоэлектронов со 

скоростью | о 1 1 = 10 6 м/сек. Светом какой 
длины волны нужно облучить фотоэлемент, 
чтобы кинетическая энергия фотоэлектронов 
стала Е 2 -4- ІО -19 дж? Постоянная Планка 
/г=6,62 • ІО -34 дж-сек ; скорость света с= 
= 3-10® м/сек ; масса электрона т е = 9, IX 
X 10- 31 кг. 

7. На рисунке изображен луч ВС, про- 
шедший через рассеивающую линзу. Пост- 
роить ход этого луча до линзы, если положе- 
ние фокусов линзы задано. 


Физика 

Факультет автоматики и вычислительной 
техники 

1. За время ( - 10 сек тело прошло путь 
х— 18 м, при этом скорость его увеличилась 
в п — 5 раз. Считая движение равноускорен- 
ным, определить абсолютную величину уско- 
рения тела. 

2. Шарик, размерами которого можно 
пренебречь, подвешен на невесомой и нера- 
стяжимой нити длиной I. Шарик с постоян- 
ной скоростью движется по окружности 
в горизонтальной плоскости. Определить 
линейную скорость шарика, если нить, опи- 
сывая при своем движении коническую по- 
верхность, составляет с вертикалью угол а. 

3. Маленький шарик висит на тонкой 
шелковой нити в пространстве между гори- 
зонтально расположенными круглыми пласти- 
нами плоского воздушного конденсатора. 
Заряд шарика у =10 ед. заряда СГСЭ. Когда 
пластинам конденсатора сообщили заряд 
|<?| =980 ед. заряда СГСЭ, сила натяжения 
нити увеличилась в 2 раза. Определить силу 
натяжения нити, когда шарик находится 
в поле заряженного конденсатора. Радиус 
пластин конденсатора /?-- - 10 см\ массой нити 
можно пренебречь. 

. 4. Прямоугольная коробочка из жести 
плавает в воде. Масса коробочки т=100 г, 
площадь дна 5=50 см 2 , высота /У=6 см. 
Определить высоту надводной части коро- 
бочки. Плотность воды р в = 1 г/см л . 

5. Если три одинаковых элемента, соеди- 
ненных параллельно, замкнуть на внешнее 
сопротивление /?= 0,3 ом, на нем выделится 
такая же мощность, как и в случае последо- 
вательного соединения девяти таких же эле- 
ментов. Чему равно внутреннее сопротивле- 
ние одного из элементов? 

6. Ультрафиолетовые лучи с длиной вол- 
ны Л, 0,3 мкм, попадая на катод фотоэле- 


Все остальные факультеты 

1. Первую половину пути поезд шел с по- 
стоянной скоростью в 1,5 раза большей, чем 
вторую половину. Средняя скорость поезда 

на всем пути |с сР |~43,2 км/час. Каковы 
скорости поезда на каждой половине пути? 

2. Две гири с массами т х =1 кг и т 2 = 
— 11 кг висят на концах нити, перекинутой 
через неподвижный блок. Вначале гири нахо- 
дятся на одной высоте. Через какое время 
после начала движения более легкая гиря 
окажется на Л== 10 см выше тяжелой? Мас- 
сой блока и нити, а также сопротивлением 
воздуха пренебречь. 

3. Математический маятник, длина кото- 
рого 25 см, совершает л=120 колебаний 
в течение 1—2 мин. Определить по этим дан- 
ным ускорение свободного падения. 

4. Газ нагрели от температуры 27°С до 
температуры 39°С. На сколько процентов 
увеличился при этом объем газа, если давле- 
ние оставалось неизменным? 

5. Однородный проводник имеет сопро- 
тивление /?,. На сколько равных частей 
нужно разделить этот проводник, чтобы общее 
сопротивление его частей, соединенных па- 
раллельно, стало равным ?? 2 ? 

6. Пуля массой т= 10 г, летящая со 

скоростью |ц| = 10 3 м/сек, попадает в льди- 
ну. Определить массу растаяв его при этом 
льда, если известно, что 50% кинетической 
энергии пули перешло в тепло. Начальная 
температура льдины 0°С, удельная теплота 
плавления льда Л=3,3 - ІО 5 дж/кг. 

7. Предмет находится на расстоянии 
2Р от оптического центра рассеивающей лин- 
зы с фокусным расстоянием Р. Где и какое 
получится изображение этого предмета? Ре- 
шение пояснить чертежом. 

И. Берзина, 
В. Коровин 


Машинная графика 

1. На рисунке 1 машина 
нарисовала семейство эллип- 
сов. Похоже, что в их рас- 
положении есть какая-то 
закономерность. Однако эти 
эллипсы не имеют ни общего 
центра, ни общего фокуса, 
они и не подобны друг другу. 

Не могли бы вы приду- 
мать, откуда взялся такой 


рисунок? Нельзя ли его 
«увидеть» где-нибудь, ска- 
жем, «на природе»? 

2. Семейство линий на 
рисунке 2 — более сложное. 
Это даже не эллипсы, а 
внешняя линия (с углами), 
видимо, вообще не из этого 
семейства, хотя и связана 
с ним. 

Откуда мог взяться этот 
рисунок? 

Ю. Котой 





Кривые 

зеркала 



Эти фотограрии сделаны в 
«комнате смеха». Попробуй- 
те «угадать», в какие зерка- 
ла смотрится эта девушка и 



как удалось фотографу по- 
лучить такой необычный «ав- 
топортрет». 

Фото Ю. Н ижниченко 
и В. Маиштина 


57 




Информация 



Научное 

общество 

учащихся 

«ВИИТОРУЛ» 

2 октября 1976 года в Ки- 
шиневе, в Центральном лек- 
тории общества «Знание», 
состоялась научно-теоретиче- 
ская конференция школьни- 
ков. Более шестисот ее участ- 
ников встретились с москов- 
скими учеными — докторами 
физико-математических на- 
ук, профессорами москов- 
ских вузов В. Кресиным, 
В. Тычинским и В. Левиным. 
Встречу открыл известный 
молдавский физик, академик 
АН МССР С. Радауцан. Вни- 
мательно слушали ребята 
рассказы о достижениях и 
проблемах физики низких 
температур, квантовой элек- 
троники, о будущем совре 
менной математики. 

Большинство из тех, кто 
пришли на эту встречу, были 
членами научного общества 
школьников «ВИИТОРУЛ», 
что означает по-русски 
«БУДУЩЕЕ». Это общество 
возникло в 1971 году при 
Республиканском Дворце 
пионеров и школьников по 
инициативе ученых Молда- 
вии. Теперь в его рядах 
более 2000 членов. 

В совместном постанов- 
лении бюро ЦК Л КСМ Мол- 
давии и Министерства на- 
родного образования МССР 
о создании Республиканско- 
го научного общества уча- 
щихся сказано: «Ныне, ког- 
да в школах Кишинева и 
республики успешно дейст- 
вует большое количество клу- 
бов по интересам, кружков, 
факультативных групп стар- 
шеклассников, когда олим- 
пиады, конференции и кон- 
курсы по различным отрас- 
лям знаний стали тради- 
цией, есть возможность и не- 
обходимость перейти к ка- 
чественно новой форме ра- 


боты по развитию познава- 
тельных интересов и творче- 
ских способностей учащих- 
ся». Этой новой формой 
и стало научное общество 
«ВИИТОРУЛ». 

Цели и задачи 
общества так сформули- 
рованы в его уставе: 

«1. Общество ставит сво- 
ей задачей вовлечение 
школьников старших клас- 
сов в научно-исследователь- 
скую работу, ознакомление 
их с методами и приемами 
простейших научных иссле- 
дований, обучение умению 
обращаться с необходимыми 
для исследования приборами 
и оборудованием. 

2. Общество расширяет 
знания, кругозор учащихся 
в различных областях нау- 
ки, техники, искусства, ли- 
тературы, прививает интерес 
и навыки к научным иссле- 
дованиям, помогает в выборе 
специальности и воспитывает 
общественников - организа- 
торов. 

3. Целью общества яв- 
ляется не только дать воз- 
можность школьникам овла- 
деть внепрограммным мате- 
риалом, но и воспитать уча- 
щихся как пропагандистов 
любой отрасли науки. 

4. Долг и обязанность 
старшеклассников — ценить 
советскую науку, гордиться 
сю. Глубоко изучать и про- 
пагандировать творческое 
наследие корифеев русской 
научной мысли, знать их 
жизненный, трудовой и твор- 
ческий путь, учиться у них 
страстной любви к своей Ро- 
дине, своему народу, впитать 
в себя их лучшие черты — 1 
высокую идейность, патрио- 
тизм, гражданственность, 
трудолюбие, целеустремлен- 
ность». 

Созданию научного об- 
щества предшествовала боль- 
шая подготовительная рабо- 
та: смотры, конкурсы, кон- 
ференции. Желающие всту- 
пить в члены общества долж- 
ны были представить реко- 
мендации преподавателей со- 
ответствующих дисциплин и 
комитета комсомола школы. 

Как же устроено это об- 
щество? 

Работа общества 

«ВИИТОРУЛ» проходит под 
общим руководством ЦК 
ЛКСМ Молдавии, Минис- 
терства народного образова- 



ния МССР, Совета молодых 
ученых при ЦК ЛКСМ и 
Республиканского Дворца 
пионеров и школьников. Не- 
посредственное руководство 
осуществляет Научно-методи- 
ческий совет из ученых и 
преподавателей, председате- 
лем которого является член- 
корреспондент Академии пе- 
дагогических наук СССР, 
доктор физико-математиче- 
ских наук В. Белоусов. Со- 
вет руководит работой сек- 
ций, содействует организа- 
ции филиалов в районных 
центрах, организует прове- 
дение Дней науки и конфе- 
ренций учащихся, чтение 
лекций, очные и заочные кон- 
сультации. 

Большая роль отведена 
Ученическому совету, куда 
входят председатели всех сек- 
ций. Члены этого совета при- 
нимают активное участие в 
организации всех мероприя- 
тий, в разработке и осущест- 
влении научных планов. Они 
выступают с докладами перед 
учащимися школ, ПТУ, 
участвуют в выездных сес- 
сиях, выпускают свою га- 
зету, поддерживают связь с 
другими научными общест- 
вами и, прежде всего, со Сту- 
денческим научным общест- 
вом Молдавии. 

В общество «ВИИТО- 
РУЛ» принимаются ученики 
8 — 10 классов. Но с 1975 го- 
да кандидатами в члены об- 
щества могут быть и семи- 
классники. Они присутству- 
ют на заседаниях секций, 
участвуют во всех массовых 
мероприятиях общества и на- 
учных экскурсиях, готовят 
выступления о жизни и дея- 
тельности выдающихся уче- 
ных, делают обзоры научно- 
популярных журналов. 
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С восьмого класса начи- 
нается самостоятельная рабо- 
та в секции. Каждый член 
общества получает определен- 
ную тему и научного кон- 
сультанта, прикрепляется к 
какому-либо научному уч- 
реждению. 

Работа в секциях прово- 
дится по двум направлениям: 

1. Теоретические заня- 
тия, лекции ученых, семи 
нары, сообщения учащихся 
по темам их исследований, 
доклады о выдающихся уче- 
ных. 

2. Исследовательская ра- 
бота под руководством на- 
учного консультанта. 

Секции делятся на груп- 
пы, в зависимости от тем ис- 
следований. Например, сек- 
ция физики делится на сле- 
дующие группы: теоретиче- 
ской физики, физики полу- 
проводников, электроники и 
электронных приборов, фи- 
зики атомного ядра, опгики 
и спектроскопии, общей фи- 
зики, импульсной и газовой 
электроники, физики твердо- 
го тела. Эти группы работают 
на базе Института приклад- 
ной физики АН МССР, фи- 
зического факультета Киши- 
невского государственного 
университета, электрофизи- 
ческого факультета Киши- 
невского политехнического 
института. Секция математи- 
ки делится на группы: мате- 
матической логики, современ- 
ных вопросов алгебры, при- 
кладной математики и про- 
граммирования, геометриче- 
ских преобразований, ис- 
тории математики. Они рабо- 
тают на базе Института ма- 
тематики АН МССР, мате- 
матического факультета Ки- 
шиневского государственного 
университета, кафедр мате- 
матики Политехнического и 
Сельскохозяйственного ин- 
ститутов. 


Все члены общества име- 
ют членские билеты, 6 кото- 
рые вносятся их личные пла- 
ны исследовательской работы 
и отмечается (за подписью 
научного руководителя сек- 
ции), как выполняется эта 
работа. Наиболее отличив- 
шиеся чдены общества полу- 
чают при окончании школы 
характеристики-рекоменда - 
ции, предоставляющие им оп- 
ределенные преимущества 
при поступлении в высшие 
учебные заведения Молдавии 
по соответствующей специ- 
альности. 

Более 150' ученых, пре- 
подавателей вузов, аспиран- 
тов работают со старшеклас- 
сниками в научном общест- 
ве, приобщая их к научным 
исследованиям. 

Важными события- 

ми в жизни общества 
«ВИИТОРУЛ» являются го- 
родские и республиканские 
научно-творческие конферен- 
ции учащихся. Кроме членов 
общества в них принимают 
участие известные ученые, 
а также школьники, пригла- 
шаемые из других респуб- 
лик. Так, на III городской 
конференции в Кишиневе, 
проходившей под девизом: 
«Способность, труд, талант», 
было прочитано 20 докладов 
по различным проблемам фи- 
зики и 7 — по математике, 
а также проведена ма- 
лая математическая олимпиа- 
да. Среди докладов были, на- 
пример, такие: «Применение 
метода электронного пара- 
магнитного резонанса в изу- 
чении кальцитов», «Метод 
изображений в электроста- 
тике», «Искровой разряд и 
его применение в технике», 
«Исследования образования 
капли и ее взаимодействия 
с поверхностью жидкости», 
«Нахождение центров тяже- 
сти частей круга», «Решение 


геометрических задач мето- 
дом введения вспомогатель- 
ной окружности», «Исполь- 
зование теоремы Больцано о 
непрерывности». 

Общество «ВИИТОРУЛ» 
стремится привлечь к уча- 
стию в своей работе как мож- 
но больше сельских школь- 
ников. С этой целью регу- 
лярно проводятся выездные 
сессии в сельских районах. 
Сейчас в Молдавии действует 
12 районных филиалов об- 
щества. . . 

Кончилась учеба в шко- 
ле, а с ней и занятия в науч- 
ном обществе учащихся. Че- 
му же научило общество че- 
ловека, вступающего в само- 
стоятельную жизнь? Самому 
главному — - творческому от- 
ношению к труду, к науке. 
Тот, кто нашел в нем свое лю- 
бимое дело, уже не может 
жить просто так, ничем не 
интересуясь и не увлекаясь. 
А это и есть главная цель 
научного общества учащихся. 
Недаром в памятной книге 
общества «ВИИТОРУЛ» мы 
увидели такие записи, остав- 
ленные бывшими членами об- 
щества: 

«Самое главное для нас 
в том, что у каждого оста- 
лось в памяти воспоминание 
о чем-то полезном и нуж- 
ном. . . 

Благодаря обществу 
можно отойти от шаблона, от 
привычных страниц школьно- 
го учебника к серьезной на- 
учной литературе . . . 

Общение с учеными, до- 
брожелательными и внима- 
тельными наставниками, — 
незабываемо . . . 

Самое трудное в жиз- 
ни — найти себя. Общество 
прекрасно помогает этому...» 


В. Лешковцев 


Задачи 

наших читателей 

Разобьем двоичную за- 
пись натурального числа 
а с конца на группы вида 10*. 
Например, а= 101 1000100 
разбивается так: 

10 1 1000 100 . 
я 4 а 3 а г о, 

Через а' обозначим чис- 
ло, полученное из данного 


вычеркиванием его послед- 
ней группы а,, а через 
а®Ь обозначим число, об- 
разованное приписыванием к 
а справа числа Ь (в этих 
обозначениях а=а п <8>а п _,® 

і). 

Докажите, что для лю- 
бого натурального числа а 
и нечетного натурального Ь 
справедливы следующие ут- 
верждения: 

а) аЬ=(...(Ь'®а п -\-Ь') ® 


(здесь а,- —группы разбиения 
а, »=1, 2, .... п)\ 

б) а делится на Ь тогда 
и только тогда, когда не- 
который член последователь- 
ности 

сі=а , с 2 =с,— Ь', с 3 =с г — 

—Ь' Ск+1 = С к — Ь', ... 

равен нулю; при этом, если 
я п -н=0, то 

а.Ь (СпІ!® (с п -!)і® ...® (сі)і. 

В. Абрамович 
(г. Ростов-на-Дону) 
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Ответы, указания, решения 



К статье «Ускорители» 

1. /« = 4" РА 

2. 194,7 Мэв; 644,4 Мэв\ 2784,2 Мэв. 

3. Уменьшится в 1,725 раза. 

К статье «Четные и нечетные функции» 

Контрольные вопросы 

1. Четной. 

2. Нечетной. 

3. Если х^Н (/), то — х^О (/), и поэтому 

о (Ы=о (/-)=о (/)■ 

4. Если / четна, то /+= /, /_=0; если [ 
нечетна, то /+=0, /_=/. 

5. Для многочлена р (х) в формулах (4) 
для р + взаимно уничтожаются все одночлены 
нечетной степени, а для р_ — все одночлены 
четной степени. 

6. а) Если многочлен р (х) является чет- 
ной функцией, то в его разложении р = 
= р + + р_ нечетная часть равна нулю (см. 
вопрос 4), поэтому р= р+; согласно ответу 
на вопрос 5 в р + , а значит, и в р входят одно- 
члены только четной степени. 

Случай б) рассматривается аналогично. 
Упражнения 

1. Четные: [ 3 , нечетные: 

/і [• 

2. а) Четные при а = 0, нечетные 
при й = 0; 

б) четные при Ь — 0, нечетных нет 
(если аф 0); 

в) четные при Ь — 0, нечетные при а=0. 
3- а) /ч (х) = х 2 + 2 , /_ (х) = х — 4 5 

2 Х ^2 | | 

б) (*) — _ д. , І- (х) = ; 

») Ы*) = 2х Іе X, /_ (х) = (х 2 + 1) І8 х; 

г) / + (х)= 2-‘-1 -I 2-ѵ-і, /_ (х) = 

— 2 Ѵ_1 2 — л *“ 1 

4. / (0) = 0. 

5. [ (х) — 0 при любом х^О (/), где 
О (/) — произвольное подмножество числовой 
оси, симметричное относительно точки 0. 

6. а) Нет; б) да; в) нет. 

7. а) Да; б) 1), 3) —нет; 2) — да. 

8. а) Воспользуйтесь правилом диффе- 
ренцирования сложной функции для Р (х) = 
= І (—х). 

б) 1) Нет (пример: [ (х) = х а -|- 1); 2) — 
да. 

9. 1) Невозможно в случае (г), возмож- 
но многими способами — ■ в случае (а). 

2) Невозможно в случае (в), возможно 
многими способами — в случае (а). 

10. Нельзя в случае б), можно бесконеч- 
ным числом способов в случае в). 

И. Указание. Все эти функции 
будут периодическими и либо четными (а), г)), 


либо нечетными (б), в)), поэтому график функ- 
ции достаточно построить на «половине пе- 
риода» — на отрезке (0; Т/2], где Т — пе- 
риод, а затем воспользоваться свойствами 
четности и периодичности. 

К статье «Метод отделяющих констант» 

1. а) На луче х^2 можно взять отде- 
ляющую константу с, = 2,1; в интервале 
1<х<2 — константу с 2 = 1,1; на луче х< 
^1 — константу с = 0. 

б) С,= 0 при | де | ==г-^- >Сг =: — -у при 


С 3 = — 1 при | х | ^ -д- (точки на границах 

этих интервалов проверяются отдельно). 

2. х = — 1. Указание. Функция 
в левой части уравнения — -возрастающая. 

3. х = 4. Указание. Поскольку 
|со 5Н|^71, данное уравнение равносильно 
совокупности двух систем уравнений: 

| со 5 (л і/ х — 4 ) = 1 , 

I С05 (л ѴТ) = і, 

( С05 (л ~|/ X — 4 ) = 1 , 

1 соз (л ~|/ X ) = 1 . 

4. Указание. При х>0, у > 0 полу- 
чаем 5ІП X — 1 , 5ІП у — при х>0, у< О 
или х<0, у>0 получаем зіп х + зіп у = 0; 
при х<0, у<0 должно быть 5ІПХ= — 1, 
5ІІ1 у = — 1. 

5. х= 0, у — 0. Указание. Заме- 
тить, что 1/ (х — I) 2 + V (х+ I) 2 — 

= |Х— 1|+|Х+ 1| 2*2, 
поэтому у = 0, |х|^1. 

К статье «Линзы и системы линз» 

1 . См. рис. 1 . 

2. Дальнозоркому человеку следует про- 
писать очки с собирающими линзами оптиче- 
ской силы 7) = 2 дптр. 

3 . Р = //3 - 8 см. 


4 ‘ иі—ру— (і/2)- ■ 





5. а = V 3 Р. 

6. дг = 00 см. 

7. Гг» 99. 


К статье «Московский институт инженеров 
железнодорожного транспорта» 


Математика 

В а р и а н т ' 1 

1. 20 км/час, 18 км/час. 2. х< — 1. 

3. агсід (3/4), агсій (4/3). 4. — 0,5376. 

Вариант 2 

1. 6 часов, 12 часов; /,= 4, 

/ 2 = 1. 2. х<0, 2<лг<7/2, лт>4 

3. ~\/ с 1 -\- а- Ь- -\- аЬ . 4. х,-= л -| 

+ 26л, х 2 л/2-|-26л (/г — • целое). 

Вариант 3 

I. 3 десятиклассника и 9 девятиклассни- 
ков. 2. Указание. Положить х + 2 = о, 
у — 2 — Ь и привести неравенство к виду 
(а + Ь) г — аЬ/^0. 3. агс(§ (3/4), агсі§ (4/3). 

1 4. а + 2(5 = л/2. Указание. Пе- 
рейдя к функциям двойных углов, получим из 

3 

первого равенства соз 2(5 = -^(І — соз 2а); 

подставив его в формулу соз 2 2(5 + зіп 2 2(5= 1, 
найдем соз 2а = 7/9. Далее найти соз (а г 
+2(5). 

Физика 

Факультет автоматики и вычислительной 
техники 

. , 2 (П 1)5 

Ч а I = („ + 1 ) 1-1 = °. 24 м/сек-. 


2. ѵ = У I | й | зіп а - 1§ а . 

- 8а 1 <3 1 

3. I Г„ I = ^ 2 1 = 784 дин . 


4. Л = Я — 


І’вД 


= 4 с.и. 


_ П, (П; — 1) 

5. г = Я „ , ~ — = 0,4 ом. 


п. і (п і — 1) 


6. = 


Л с 


йс Аі -4- Е., — т е I о, |-/2 

= 3,3 ІО- 7 м. 

7. См. рис. 2. 


Все остальные факультеты 

1. | ѵ, | = 15 м/сек = 54 км/час, \ ѵ г | = 
= 10 м/сек — 36 км/час. 

2 .,_і/-ЬЪ ±Ц!^_ в0 , 2| 

* (т 2 — т,) |й | 

-» іп-п-1 

3- |§| = — і з — ж 9,86 м/сек 1 . 

КѴ / Г., \ 

4. — р- = Ю0% = 4% . 

5. п = ѴЩя^. 

„ т | о I 2 

6. т л — )) — 2 Х - = 7,5 г. 

7. Мнимое и уменьшенное в 3 раза 
изображение находится на расстоянии [ = 
= 2/3 Г от линзы (см. рис. 3). 

К заметке «Иззаоблачное» сияние» 

(см. с. 29) 

Если стоять у железнодорожного полотна* 
то видно, как рельсы сходятся вдали. Точно 
так же расхождение солнечных лучей в раз- 
ные стороны и расширение отдельных лучей 
объясняется эффектом перспективы. Лучи в 
действительности почти параллельны, но 
пронизывают облака в разных местах. Это и 
создает иллюзию расхождения лучей «из- 
заоблачного» сияния. Красивый эффект, не 
правда ли? 

«Укладка тетрамино» 

(см. « Квант » № 1 , с. 59) 



К задачам 

(см. «Квант» № 2, с. 9) 

3. Указание. Нижнюю оценку не- 
трудно найти, вычислив сумму первых 6 сла- 
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гаемых. Для доказательства верхней оценки 
заметьте, что 

_1_ 1 _1_ 1 6 

7! 8! + 9! + ' ' ' + л! < 7! + 

7 8 п— 1 

: 8! + 9! + ' • ' + _ ^! _ = 

7 _1_ _8_ I , 9 1 

7! 7! + 8! — 8! + 9! ~ 9! + 

п 111 

+ ' ' ■ + л! — л! = 61 ~ 7! + 

11,1 1 
+ 7! 8! + 8! ’ ■ • ~ (п — 1)! + 

1 1 1 
+ (л— 1)!~ л! < 6!- 

4 . а) х = 6; б) х = 8, у- 1 ; в) х = 
= 8, у = г = 7, / — 4. 

К головоломкам 
«16 карточек» 


(см. «Квант» № 2, с. 14) 
БАРИН БУРАН БУЛКА КОЛБА 
БИРКА БУРКА РОЛИК РУБКА 
САТИН КЛОУН ЛУНКА СУКНО 
СИЛОК СУРОК САЛОН РИСКА 


(см. «Квант» № 2, с. 34) 

« Ходом коня » 
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«Точные квадраты» 

«4 576 36 81 16 9025». 

К статье «Много битов из ничего» 

(см. «Квант» № 3) 

1 . С одной стороны, без перебора 
мы умеем доказать, что не всякое нечетное 
число, большее трех, представимо в нужном 
виде, однако известное нам доказательство 
этого факта неэлементарно. С другой сторо- 
ны, перебором можно добраться до 
наименьшего непредставимого числа — 149. 

2. Поскольку реплики (Я + (о,) в обоих 
диалогах совпадают, рассуждения трех пер- 
вых разделов статьи остаются справедливы- 
ми. Таким образом, $ 0 является элементом 
множества 


С = {11, 17 , 23 , 27 , 29 , 35 , 37, 41, 

47, 53), 

причем все элементы множества С удовлет- 
воряют условию (о ( ). . 

(л 2 ) означает 

При любом разложении чцсла р 0 в про- 
изведение двух множителей , удовлет- 
воряющих неравенствам (1), (2), их 
■сумма обладает свойством 

(°!>- К) 

В статье доказано, что любое число, обладаю- 
щее свойством (а,), принадлежит С. Поэто- 
му мы можем заменить (л 2 ) на 

При любом разложении числа р 0 
в произведение двух множителей, удов- 
летворяющих неравенствам (1), (2), 
их сумма принадлежит С. (л 2 ) 

Переберем все представления чисел из С 
в виде суммы двух слагаемых: « = к + / ( 2 -^ 
^ 6=50 и проверим^ каждое произведение 
кі на выполнение (л^). Перебор сократится 

примерно вдвое, если предварительно при 
помощи (л 2 ) доказать, что р 0 не делится 
на 4. 

Результат перебора: только 4 числа из С 
дают нам разложения 5 = к + /, для ко- 
торых кі удовлетворяет условию (л 2 ): 
23 = 6 + 17, 

35 = 13 + 22, 

37 = 3 + 34 = 11 + 26 = 14 + 23 
53 = 2 + 51 = 7 + 46. 

Поскольку 5 и после реплики (л 2 ) не смог 
отгадать к 0 и /„, х 0 ф 23 и « 0 ф 35. Итак, 
ввиду (а 2 ), д 0 = 37 или «„ = 53. 

Догадавшись об этом, Р сумел опреде- 
лить к 0 и /„. Следовательно, р„ = 11-26 = 
= 286, так как, если бы у Р было 102 = 
= 3-34 = 2-51 или 322 = 14-23 = 7-46, он 
не смог бы выбрать между 37 = 3 + 34 = 
= 14 + 23 и 53 = 2 + 51 = 7 + 46. 

Итак, «о = 37, Ро = 286, К =11, 
I о =26. 

К статье «Ставь на минус!» 

(см. «Квант» № 3) 

Контрольные вопросы 

1. а) 66; б) ЬЗ; в) а7; г) Ь8. 

2. а) 1-5, II — 4; 6)1—1,11-2; в) 1—4, 
II— 0. 

Задачи 

1. Минусы стоят на полях с нечетными 
номерами и горизонтали, и вертикали. 


Рис. 
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Рис. 6. 


2. Минусы стоят на полях, у которых 
разность номеров горизонтали и вертикали 
делится на 3. 

3. На поле стоит минус, если сумма но- 
меров горизонтали и вертикали при делении 
на 3 дает в остатке 1. 

4. См. рис. 5. 

5. Минусы стоят на полях, у которых 
номера и горизонтали, и вертикали при деле- 
нии на 4 дают остаток 1 или 2. 

6. Минусы стоят только на главной 
диагонали (у полей которой номер горизон- 
тали равен номеру вертикали). 

7. См. рис. 6 (в случае г) период начи- 
нается с пятой клетки, во всех остальных — - 
с первой). 

8. а) Пусть на клетке с номером я (коро- 
че: «клетке л») стоит минус. Тогда на клетках 
я + а и я + Ь стоят плюсы, поскольку 
с них можно пойти на клетку я, а на 
поле я + а + Ь стоит минус, так как с него 
можно попасть только на клетки я+а 
и я -г Ь. 

Пусть теперь на клетке я стоит плюс. 
Тогда в соответствии с «золотыми правилами» 
на поле я — а или на поле я — Ь стоит ми- 
нус. Если на я — ■ а стоит минус, то, как дока- 
зано, на клетке я — а + (а -\ Ь) = я + Ь 
также стоит минус, а на клетке я + а + Ь — 
плюс, так как с нее можно попасть на я + Ь. 
Случай, когда минус стоит на я — Ь, разби- 
рается аналогично. 

Итак, расстановка плюсов и минусов 
периодична и полностью определяется расста- 
новкой первых а + Ь знаков. 

б). Рассмотрим первые а + Ь клеток. 
Пусть для определенности а<Ь. Расстановка 
знаков на первых Ь полях определяется 
только ходом на а клеток и потому такова: 
а минусов, а плюсов, а минусов, а плюсов... 
Поскольку ход на Ь клеток влево с полей с но- 
мерами 6+1, .... а + Ь ведет на один из 
первых а минусов, то на этих клетках стоят 
а плюсов. Они едуют за а минусами тогда 
и только тогда, когда Ь = а (2я + 1) (я — 
целое). 

Итак, длина периода равна 2а, если 
Ь = а (2я -- - 1), и равна а + Ь в противном 
случае. 

9. Как следует из решения задачи 8, 
количество минусов в начале равно а, а 
больший ход имеет длину, равную длине 


Периода, минус а. Так, на рисунке 7 (в статье) 
а = 2, Ь = 7—2 = 5. 

Но если получается Ь = а, то есть пе- 
риодичность сводится к чередованию а мину- 
сов и а плюсов, то меньший ход равен именно 
а, а про больший можно сказать лишь, что 
он равен а (2я + !), где я — натуральное 
число. 

10. Пусть я — наибольшая длина хода. 
Тогда для того, чтобы отметить поле плюсом 
или минусом, достаточно знать знаки лишь 
на предыдущих я полях. Разобьем полоску 
на последовательные группы по 'я клеток. 
Пэ принципу Дирихле (см. «Квант», 1977, 
№ 2, с. 17) расстановка знаков в каких-то 
двух группах совпадает. Пусть эти две груп- 
пы начинаются с клеток к и р соответственно, 
причем к<р. Тогда расстановка знаков 
на клетках к, 6+1, ..., р— 1 совпадает с 
расстановкой на клетках р, р+ 1, . . ., 
Р + ( Р — 6 — 1) и так далее. Другими словами, 
имеется период длины р — к, начинающийся 
с клетки к. 

11. На рисунке 8, я (в статье) вторая 
клетка отмечена плюсом, следовательно, есть 
ход на 1 клетку влево. Третья также отмечена 
плюсом — - есть ход на 2 клетки влево. На- 
конец, седьмая клетка отмечена плюсом — 
есть ход на четвертую или на первую клетку. 
Если на четвертую, то этот ход — на 3 клет- 
ки влево. Но тогда на четвертой клетке 
вопреки рисунку должен стоять плюс. Сле- 
довательно, есть ход на 6 клеток влево. Итак, 
этот рисунок соответствует игре, в которой 
ходить можно на 1, 2 или 6 клеток влево. 

Могут ли быть другие игры с такой же 
расстановкой плюсов и минусов? Да, конеч- 
но. Например, игра, в которой ходить мож- 
но на 1, 2, 6 или 13 клеток влево или на 
1, 2, 5 или 6 клеток влево. 

Рисунки 8, б, в (в статье) соответствуют 
играм с ходами на 1,4 или 7 клеток влево 
и на 2,4 или 7 клеток влево. 

12. Не всегда — это сразу следует из 
рисунка 9, б в статье. Судя по его первым 
трем клеткам, в игре должны быть ходы на 1 
и 2 клетки влево, но это противоречит даль- 
нейшей расстановке знаков. 


К задачам «Квант» для младших школьников» 

(см. «Квант» № 3) 

1. Самый сильный — • Портос, затем сле- 
дуют д’Артаньян, Атос и Арамис. 

2. Указание. Дробь сократима тог- 
да и только тогда, когда числитель и знаме- 
натель имеют общий множитель, отличный 
от единицы. Но 

2я 2 — I я + 1 

2л + 1 = " ~ 2я + 1 ■ 

2я + 1 2 (я + 1)— 1 „ 1 

я + 1 _ л + 1 ~ ^ я + 1 • 

1 

а дробь ~ п | несократима. 

3. 81. 
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4. Прибавим к искомому числу единицу, 
полученное число должно делиться на все 
числа от 2 до 10. Поэтому искомым числом 
является наименьшее общее кратное всех 
чисел от 2 до 10, уменьшенное на 1; это 2519. 

5. Можно. Две соседние части можно 
раскрасить в любые разные цвета, затем 
часть, граничащую с ними обеими, — в третий 
цвет и так далее. 

К заметке «Мартовская капель» 

(см. «Квант» № 3, с. 15) 

1) Для образования ледяного сталактита не- 
обходимы два условия: температура воздуха 
должна быть немного ниже 0°С, и должен быть 
источник текущей воды. Вода образуется из 
снега, лежащего на крыше здания, при ос- 
вещении его солнечными лучами. Как из- 
вестно, освещенность поверхности зависит от 
угла падения лучей. При соответствующей вы- 
соте Солнца над горизонтом и подходящем на- 
клоне крыши поглощаемой снегом энергии 
может оказаться достаточно, чтобы снег на- 
чал таять. Но поскольку температура воз- 
духа ниже 0°С, стекающие маленькие капли 
воды замерзают, образуя сосульки. 2) Вна- 
чале ледяная сосулька представляет собой 
цилиндрический столбик, вода медленно сте- 
кает по нему и повисает на его конце каплей. 
По мере роста длины столбика отдельные кап- 
ли талой воды не успевают с него стекать и 
замерзают, утолщая сталактит в верхней его 
части. 3) Длина ледяного конуса, при прочих 
равных условиях, зависит в основном от не- 
которой оптимальной скорости притекания во- 
ды к нему: как большая, так и малая скоро- 
сти не способствуют росту ледяной сосульки. 
4) Сосульки могут изгибаться под влиянием 
ветра, конвекционных потоков воздуха и 
других случайных факторов. 5) Ледяная со- 
сулька — кристалл, оптически почти одно- 
родный и потому прозрачный. Снег же имеет 
поликристаллическую структуру. Вследствие 
многократных отражений и преломлений на 
гранях отдельных кристалликов снега свет 
в нем диффузно рассеивается. Поэтому снег 
не прозрачен. 

К «Квантово- волновым ребусам» 

( см. «Квант» № 3, 3-ю с. об л.) 

1. 95 846X95 846 = 9 186 455 716. 

2 . 26 953X 26 953 = 726 464 209. 

3. 26 157X68 351 = 1 787 857 107. 

4. 24 153 X 24 153 = 583 367 409. 

5. 18 594Х 18 594 = 345 736 836. 

6. 48 957X24 751 = 1 211 734 707. 

7. 52 903X52 903 = 2 798 727 409. 

8. 46 027 X 46 027 = 2 118 484 729. 

9. 12X7 -- 84 
29X3 = 87 

10. 39+8=47 
96:2=48. 

К головоломкам 
«Рамки из домино» 

(см. «Квант» № 3, с. 11) 



(см. «Квант» № 3, с. 18) 

«Задача из «примера» 

пример = 851 745. 



«Магические круги» 

Задача имеет два решения, одно из них 
приведено на рисунке 9. 
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Шефы подарили детскому саду 
восемь одинаковых деревян- 
ных фигурок (см. рисунок), из 
которых был сложен куб раз- 
мером 4X4X4. Дети разобра- 
ли куб на детали, а сложить 
куб снова не могут. Помогите 
им. 

Л. Мочалов 


Грани 27 кубиков окрашены в 
некоторые цвета так, что, скла- 
дывая из этих кубиков боль- 
шой куб (размером 3X3X3), 
можно получить красный куб, 
можно — синий, а можно — 
зеленый. Как окрашены грани 
этих 27 кубиков? 







РАЗБОРНЫЙ КУБ 






головоломки 


1. Уложите все 28 косточек домино в 
виде коврика (см. рисунок) так, чтобы сум- 
мы очков вдоль каждой прямой (без раз- 
рывов) были одинаковы и равны 25 (косточ- 
ки не обязательно прикладывать друг к 
другу одинаковыми значениями очков). 

2. Изображенный на рисунке «число- 
вой коврик» переплетен цифрами и знака- 
ми арифметических действий. Допишите 
в пустые места цифры так, чтобы все ра- 
венства были верны. 

3. Уложите 28 косточек домино в виде 


узора, изображенного на рисунке, так, что- 
бы суммы очков вдоль всех прямых были 
одинаковы. При этом в тех местах, тДе 
кости касаются (на рисунке таких мест 12), 
на них должны быть одинаковые цифры. 

4. Возьмите комплект домино и отло- 
жите в сторону кость 0—0. Теперь, рас- 
сматривая оставшиеся косточки как дроби 
(правильные или неправильные), располо- 
жите их в отмеченных на рисунке местах 
так, чтобы сумма дробей в каждой строке 
равнялась числу косточек данной строки. 

Л. Мочалов 






